Od zakladua k fatal nerovnostem

Franta Konopecky

Uvod

Pfednéska bude rychlokurzem drsného pouziti AGécka a jeho obdob, ukéze,
jak ho vidét témér vSude. Nékolik prikladi bude téz na konvexitu a Jensenovu
nerovnost. Kdo u Franty ulpi — neprohloupi :).

Nerovnosti
Véta. (AG-nerovnost) Pro libovolng x1, %3, ..., x, > 0 plati
Ty t+x2+ -+ xy
> Yx1-T2...Ty.
n
Rovnost nastava, pravé kdyz x1 = xo = -+ = Zp,.

Vyraz na levé strané je aritmeticky primeér, vyraz na pravé geometricky pri-
mér, proto AG-nerovnost.

Ukazka. AG-nerovnost pro dvé a tii kladna ¢isla:

T1 + T a+b—|—c>3

5 > Jrix0, — 2 abc.

Véta. (vazend AG-nerovnost) Necht wi,ws,...,w, jsou vahy, tedy plati pro né
w1 +ws+---+w, =1, anecht ay, as, ..., a, jsou kladna redln4 ¢isla. Potom plati
nerovnost

w w w
Wi1a1 + W22 + -+ Wpy > Ay Gy ... 0"

Rovnost nastava pri rovnosti a1 = as = -+ = Qp.
Ukézka. Pouziti vazeného AG pii dikazu 2a® + b3 > 3a2b:
2 3

2430 > (@) = o

Ukézka. Vazené AG na nerovnost 3a® + 28 + ¢ > 6a3b2c:

%aG + %bG + %CG > (a6)1/2 (b6)1/3 (06)1/6 — a3b2e.

Poznamka. Volbou wy; = wg = -+ = w, = + obdrzime z vidZeného AG normalni

n
AG-nerovnost.



Sbornik: Dolni Misecky 2008
Definice. (symetri¢nost) Vyraz je symetricky v proménnych a, b, ¢, pokud se
jejich libovolnou zaménou nezméni.

Definice. (cyklicnost) Vyraz je cyklicky v proménnych a, b, ¢, pokud se jejich
cyklickou zaménou nezméni.

Ukézka. Symetricky (a tedy i cyklicky) vyraz je

a+b b4+c cH+a
- + :
c a b

Ukazka. Nesymetricky, ale cyklicky vyraz je

a+b b
n +c+c—|—a.
a b c

Definice. (homogenita) Vyraz je homogenni, pokud maji jeho ¢leny stejny stu-
pen.

Poznamka. Tato definice homogenity je velmi zjednoduSend, pfesnéji je vyraz
f(a, b, c) homogenni, pokud pro vSechna ¢ € R plati f(ta,tb,tc) =t - f(a,b,c).

Ukazka. Homogenni vyrazy jsou

2 ab+c3 1 n c
a c — 4+ — —_—t .
’ c ab’ a?+b2 b3

Ukazka. Nehomogenni vyrazy jsou

a?+b
P

at+b+c+1,

Véta. (Jensenova nerovnost) Necht f je konvexni funkce na intervalu I a necht
V1, V2, ..., U jsou vahy. Potom pro libovolna ¢isla x1,xo,...,x, € I plati

foizr +vaxe + .+ vpwy) <o f(wr) +vaf(w2) + .o+ vn f(n),
pri¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz x1 = 1o = ... = Tp.

Piiklady

Ve vsech prikladech jsou a, b, ¢ kladna realna cisla.
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Lehké
Priklad 1. Dokazte

a®> + b2+ 2 > ab+ be + ca.
Priklad 2. Dokazte, ze jestlize abc = 1, pak

(ab+bc+ca)la+b+c) > 1.

Priklad 3. Dokazte
zt =222 4+1>0.

Priklad 4. Dokazte
zt — 4z +3>0.

Priklad 5. Dokazte
a® + b2 + 3 + abe > a?b + ab® + a®c + ac® + bc + bcP.

Priklad 6. Dokazte
a* 4+ a?b? + b* S ab + ab®

3 - 2
Stredni
Priklad 7. Dokazte
2
latb+of > avbe + by/ac + ¢V ab.

3
Priklad 8. Dokazte, Ze jestlize plati abc = 1, pak

a b ¢
-t+-+->at+b+ec
b ¢ a
Priklad 9. Dokazte, ze jestlize a + b+ ¢ = 1, pak
2 2 2
Ll 3@+ 0P+ ).
b c a
Priklad 10. Dokazte, Ze jestlize abed = 1, pak
1 1 1 1

Grar T aroe T arer Taraz =t

Priklad 11. Dokazte, Ze jestlize abc = 1, pak

<a_1+%>.<b_1+%>.<c_1+é><1.
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Fatal Brutal

Priklad 12.

Priklad 13.

Priklad 14.

Dokazte

\/a2+b2+c2+d2 - i/abc—f—abd—i—acd—i—bcd
4 - 4 '

Dokazte, ze jestlize abc = 1, pak
ab n be n ca <
ad+ab+0 b +bc+cS A +catad T
Dokazte

a b c d

b+2+3d c+2d+3a dr2a+3b  at2b+3e

Priklad 15.

Priklad 16.

Priklad 17.

Priklad 18.

Priklad 19.

Priklad 20.

Priklad 21.

Dokazte, ze jestlize a + b+ ¢ = 3, pak
1 1 1 9 9 . o
2 + 2 + 2 >a”+b° + .
Dokazte
at b* ct a+b+c
+ + > .
ad+b B+ B3 +ad 2
Dokazte

a® b3 c?
+ +
(a+b)°  (b+c) (c+a)
Dokazte

1 n 1 n 1 N 3
ab+1) blc+1) cla+1) ~ 1+abe

Dokazte, jestlize plati a + b+ ¢ = 2, pak

>

| w

(a® 4+ ab 4+ b*)(b* 4 be + ¢*)(c? + ca + a?) < 3.
Dokazte

a b c
+ + >1
Va2 +8bc Vb2 +8ca 2+ 8ab
Dokazte

b . 2
1< —— + LW
Va2 +p2 V2 +c2 Ve T 2

2
> —.
-3
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Unlimited Evil

Priklad 22. Nechf ay,b1,as9,bo, ..., ay, b, jsou nezaporna realn c¢isla. Dokazte

Z min{aiaj,bibj} S Z min{aibj,ajbi}.

i,j=1 1,5=1

Zdroje

Na vétsinu z nejtézsich uvedenych nerovnosti se lze proklikat pfes internetové
férum Mathlinks na adrese http://www.mathlinks.ro/Forum/index.php?f=32.
Clanky si sefadte podle navstivenosti.



