
Faktoriály a kombinaèní èísla

An¹a Laushmannová

Úmluva. Neh» k;m;n jsou nezáporná elá èísla, n � k; tedy k,m,n 2 N

0

.

De�nie. (Variae) k-èlenná variae z n prvkù je uspoøádaná k-tie sestavená

z tìhto prvkù tak, ¾e ka¾dý se v ní vyskytuje nejvý¹e jednou.

Tvrzení. Poèet k-èlennýh variaí z n prvkù je n � (n� 1) � � � (n� k + 1).

De�nie. (Permutae) Permutae øádu n je n-èlenná variae z n prvkù; jinak øeèeno,

permutae na mno¾inì f1; : : : ; ng je libovolné pøerovnání prvkù 1; : : : ; n.

Tvrzení. (Faktoriál) Poèet permutaí na n-prvkové mno¾inì je n! = n�(n�1) � � � 2�1.

Speiálnì 0! = 1.

De�nie. (Kombinae) k-èlenná kombinae z n prvkù je neuspoøádaná k-tie sesta-

vená z tìhto prvkù tak, ¾e ka¾dý se v ní vyskytuje nejvý¹e jednou.

Tvrzení. (Kombinaèní èíslo) Poèet mo¾ností, jak vybrat k rùznýh prvkù z n na-

vzájem rùznýh prvkù, je roven kombinaènímu èíslu
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Tvrzení. (Základní vlastnosti kombinaèníh èísel)
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Tvrzení. (Binomiká vìta) (a+ b)
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Pøíklad 1. (Rùzné typy zobrazení)

(1) Kolik je zobrazení z n-prvkové do m-prvkové mno¾iny?

(2) Kolik je prostýh zobrazení z n-prvkové do k-prvkové mno¾iny?

(3) Kolik je prostýh zobrazení n-prvkové mno¾iny na sebe?

(4) Kolik je zobrazení n-prvkové do k-prvkové mno¾iny, která jsou na?

1

øíkáme mu té¾ binomiký koe�ient a èteme þn nad káÿ
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Pøíklad 2. (Poèty podmno¾in)

(1) Kolik podmno¾in má n-prvková mno¾ina?

(2) Kolik je k-prvkovýh podmno¾in n-prvkové mno¾iny?

(3) Kolik je uspoøádanýh dvoji (A

1

; A

2

) disjunktníh podmno¾in n-prvkové

mno¾iny?

Pøíklad 3. (Sèítání kombinaèníh èísel)
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Pøíklad 4. (Barvení)

(1) Kolika rùznými zpùsoby lze obarvit prase nakreslené na následujíím ob-

rázku, máme-li k dispozii 21 rùznýh barev? Obarvením prasete rozumíme

ka¾dé obarvení v¹eh puntíkù takovým zpùsobem, ¾e ka¾dé dva puntíky,

které jsou spojené úseèkou, mají rùznou barvu. Dvì obarvení pova¾ujeme

za rùzná, pokud se li¹í barvou alespoò jednoho puntíku.

(2) Kolika zpùsoby lze navléknout na nit 5 èervenýh, 4 modré a 3 ¾luté korálky

tak, aby v¹ehny korálky jedné barvy netvoøily souvislý blok?

Pøíklad 5. (Úlohy matematiké olympiády)

(1) Je dáno ètyømístné èíslo v desítkové soustavì. Zmìnou poøadí jeho èísli lze

sestavit právì osm dal¹íh ètyømístnýh èísel. Souèet nejmen¹íh tøí z tìhto

devíti èísel je 12528. Urèete èíslie daného èísla.

(2) Adam a Bohou¹ se zúèastnili turnaje hraného systémem ka¾dý s ka¾dým

jednou, v nìm¾ ka¾dý hráè mìl odehrát dennì právì jeden zápas. Adam a
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Bohou¹ v¹ak onemonìli a jako jediní nedokonèili turnaj. Bohou¹ odstoupil

o pìt dní døíve ne¾ Adam. Celkem se odehrálo 350 zápasù. Hrál Adam

s Bohou¹em? Kolik zápasù odehrál?

(3) Doka¾te, ¾e ka¾dé z èísel 1; 2; : : : ; 2

n

lze zapsat jednou ze dvou barev (èer-

venou nebo modrou) tak, ¾e ¾ádná nekonstantní 2n-èlenná aritmetiká po-

sloupnost vybraná z tìhto èísel není jednobarevná.

(4) V rovinì je dáno 7 bodù, z nih¾ nìkteré jsou spojeny úseèkou. Pøitom jsou

splnìny podmínky:

a) z ka¾dé trojie bodù jsou aspoò dva spojeny úseèkou,

b) poèet úseèek je minimální.

Kolik úseèek obsahuje útvar, který splòuje tyto podmínky? Nakreslete pøí-

klad takového útvaru.

(5) Toté¾ pro 9 bodù.

(6) Opìt máme 7 bodù v rovinì a nìjaké úseèky. Tentokrát jsou v ka¾dé ètveøii

bodù alespoò dvì dvojie spojené úseèkou a poèet úseèek je minimální.

Urèete poèet úseèek a nakreslete pøíklad.

(7) Doka¾te, ¾e pro ka¾dé pøirozené n � 6 platí n! � (

n

2

)

n

.

(8) Doka¾te, ¾e pro ka¾dé pøirozené k, m 2 N platí (km)! � (k!)

m

(m!)

k

.

(9) Pro libovolnou permutai p mno¾iny f1; : : : ; ng oznaème

d(p) =

n

X

k=0

jp(k)� kj

a i(p) poèet inverzí permutae p, tedy poèet v¹eh dvoji i; j takovýh, ¾e

1 � i < j � n a p(i) > p(j). Doka¾te, ¾e d(p) � 2i(p).
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