
Seriál | Elementy numeriké matematiky I.Numeriké øe¹ení nelineárníh rovniCílem leto¹ního seriálu je seznámit Tì s odvìtvím matematiky, které se nazývá numerikámatematika. Nebudeme zde budovat ¾ádné velké matematiké teorie, spí¹e se budeme sna¾itosvìtlit si v¹e na pøíkladeh.Zaèneme drobnou poznámkou k èetbì následujíího textu. Dnes se budeme zabývat øe¹enímtzv. nelineárníh rovni. Zaèínáme fyzikálním pøíkladem, který motivuje dal¹í povídání a ukazuje,¾e na¹e zkoumání není samoúèelné. Pokud nemá¹ fyziku v láse,1 mù¾e¹ tento pøíklad bez obavpøeskoèit a pøejít pøímo k matematiké formulai úlohy. Na porozumìní dal¹ího textu to nemávliv.kadinka.0 Fyzikální motivae: Budeme øe¹it úlohu naznaèenou na obrázku. Nádoba vál-ového tvaru o polomìru r = 0;400m a vý¹e h = 2r byla naplnìna vodou do vý¹ky h2 = r:Laserový paprsek vyházejíí z bodu A na horním okraji nádoby má dopadnout do protìj¹íhobodu B na okraji dna. Do kterého bodu X na hladinì vody jej musíme namíøit? (Absolutní in-dex lomu vody pro svìtlo He-Ne laseru je n2 = 1; 331; absolutní index lomu pro vzduh beremejako n1 = 1.))Prùhod svìtla vodní hladinou v bodì X probìhne podle zákonu lomu: sin�sin � = n2n1 = n:Zvolme souøadniovou soustavu tak, aby svislá osa y proházela bodem A a vodorovná osa xbodem B. Vodorovná souøadnie bodu X musí splòovat rovniisin2 � = n2 sin2 �; x2r2+x2 = n2(2r�x)2r2+(2r�x)2 : Po úpravì a substitui z = xr dostaneme rovniiètvrtého stupnì (n2 � 1)z4 � 4(n2 � 1)z3 + 5(n2 � 1)z2 � 4n2z + 4n2 = 0;kdy¾ do této rovnie dosadíme za n = 1; 331 dostanemef(z) = 0; 771561z4 � 3; 086244z3 + 3; 857805z2 � 7; 086244z + 7; 086244 = 0:Abyhom tedy vyøe¹ili na¹i úlohu, musíme najít øe¹ení algebraiké rovnie ètvrtého stupnì. U ta-kové rovnie ji¾ nemá valného smyslu pokou¹et se ji øe¹it pøesnì. Budeme se sna¾it nalézt jejíøe¹ení pøibli¾nì, staèí nám ji toti¾ vyøe¹it s pøesností, s jakou máme zadána fyzikální data. Pøes-nìj¹í øe¹ení by nám stejnì k nièemu nebyla.Matematiká formulae problému: Budeme hledat reálné koøeny rovnie f(x) = 0; kde x jereálná promìnná a f(x) je v nìjakém smyslu rozumná funke. Pod funkí f si mù¾e¹ konkrétnìpøedstavit napøíklad polynom ètvrtého stupnì f(x) = a4x4+a3x3+a2x2+a1x+a0; který námdala fyzikální motivae. Jiným pøíkladem funke f mù¾e být pro rovnii x = sin(x) + 1 pøedpisf(x) = sin x+ 1� x:Poznámka: V nadpisu tohoto odstaveèku hovoøíme o øe¹ení nelineárníh rovni. Rovnie lineárníuva¾ujeme zvlá¹». Øe¹ení soustav lineárníh rovni je ji¾ jinou (na na¹em povídání nezávislou)kapitolou numeriké matematiky, proto je nezahrnujeme.Jednobodové iteraèní metody: Pod názvem þiteraèní metodyÿ se skrývají metody, pøi kterýhkonstruujeme postupnì posloupnost èísel x0; x1; x2; x3; : : : ; které aproximují pøesné øe¹ení na¹í1nebo pokud je fyzika zde uvedená na Tebe mo tì¾ká1 Typeset by AMS-TEX



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Arovnie f(x) = 0: Pøitom máme zadán pøedpis jak s pomoí xi spoèítat xi+1; tj. pøedpis tvaruxi+1 = F (xi):Postupujeme tak, ¾e nejprve zvolíme x0 poèáteèní odhad koøene a pak s jeho pomoí spoèítámex1 = F (x0); následnì s pomoí x1 spoèítáme x2 = F (x1); x3 = F (x2) atd.Odvození iteraèní metody: Jednobodovýh iteraèníh metod mù¾eme vymyslet samozøejmìspoustu. Nejnázornìj¹í postup je pøepsat si rovnii f(x) = 0 ekvivalentními úpravami na tvarx = F (x) a pak hledaný pøedpis iteraèní metody zvolíme jako xk+1 = F (xk):Pøíklad: Uká¾eme si heuristiké2 odvození nìkolika metod pro øe¹ení rovnie x2 = 7; o¾ jevlastnì hledání druhé odmoniny ze sedmi. Hledáme tedy øe¹ení rovnie f(x) = x2�7 = 0: Tutorovnii si mù¾eme pøepsat do tvaru x = F (x) napøíklad tak, ¾e k obìma stranám na¹í rovniepøièteme èíslo x, dostaneme x = x + x2 � 7; o¾ dává vzoreèek xk+1 = xk + x2k � 7: Obenìjimù¾eme nejprve f(x) = 0 vynásobit nìjakou konstantou  a poté pøièíst k obìma stranám èíslox; dostaneme x = x + (x2 � 7); o¾ dává pro ka¾dé  jinou metodu xk+1 = xk + (x2k � 7):Koneènì mù¾eme postupovat úplnì jinak a pøepsat si na¹i rovnii na tvar x = 12 (x+ 7x ); z èeho¾mù¾eme získat vzoreèek xk+1 = 12 (xk + 7xk ):Jak posuzovat vhodnost metody? Chyba metody: Ka¾dá úprava rovnie f(x) = 0 natvar x = F (x) nám dává jinou iteraèní metodu. V pøedházejíím textu jsme vidìli, ¾e vzo-reèkù xk+1 = F (xk); pomoí kterýh z poèáteèního odhadu x0 konstruujeme posloupnostx1; x2; x3; : : : ; lze získat spoustu. Pøirozenou otázkou v¹ak je, jak pøesnì prvky posloupnostix0; x1; x2; : : : aproximují pøesné øe¹ení na¹í úlohy, které budeme oznaèovat �; tj. f(�) = 0:Není toti¾ vùbe jasné (a také to èasto není pravda), proè by mìly prvky získané posloupnostibýt blízko pøesného øe¹ení �.De�nujme proto hybu i�té iterae vztahem "i = �� xi: Je vidìt, ¾e èím men¹í bude hyba,tím bude metoda lep¹í. Abyhom mohli dát na¹emu povídání pøesný ráme, zastavíme se u pojmùlimity a derivae.Pojem limity a derivae: Na tomto místì byhom htìli osvìtlit jeden pomoný pojem prodal¹í vysvìtlování. Ètenáøi obeznámení s limitami a derivaemi mohou pøíslu¹né odstave pøesko-èit. Ostatním uká¾eme jen to potøebné, pro systematiké studium tìhto pojmù doporuèujemenapøíklad støedo¹kolské uèebnie.Limita posloupnosti: Mìjme posloupnost x0; x1; x2; : : : : Øekneme, ¾e èíslo A je limitou tétoposloupnosti a zapisujeme to limn!1xn = A, pokud þvzdálenosti jxn � Aj jsou èím dál men¹íÿ,pøesnìji pokud pro ka¾dé kladné " libovolnì malé najdeme pøirozené èíslo n0 takové, ¾e prov¹ehny èleny na¹í posloupnosti s indexem vìt¹ím ne¾ n0; tj. pro èleny xn0+1; xn0+2; xn0+3; : : : ,platí jxn�Aj < "; tj. jsou blí¾ k A ne¾ je ". Pomoí kvanti�kátorù mù¾eme de�nii limity pøepsatna tvar: limn!1 xn = A znamená toté¾, o (8" > 0) (9n0) (8n > n0) jxn � Aj < ":Derivae funke: Mìjme funki f(x) de�novanou na intervalu (a; b): K této funki mù¾emepøiøadit funki, kterou nazýváme derivaí funke f a znaèíme f 0(x):Na tomto místì není tøeba psát, jakým zpùsobem derivai de�nujeme a pro které funke2Pod slovem þheuristikéÿ se skrývá oznaèení, ¾e uvedené (intuitivní) odvozování se zakládávíe na názornosti a nezodpovídá pøirozené otázky (hyba metody, ryhlost konvergene, vizdále), které by si matematik kladl. 2



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Aexistuje. Spokojíme se s uji¹tìním, ¾e existuje pro funke, které jsme zde zatím mìli a lze ji najítv tabulkáh.Máme-li funki f; její derivai f 0; obì de�nované na nìjakém intervalu (a; b); a nìjaký bod 2 (a; b); pak je pøímka y = f()+f 0()(x�) teènou ke grafu funke f v bodì [; f()℄: Nakreslisi obrázek.Derivae polynomu: Derivae základníh funkí, jejih souètù, souèinù, : : : , mù¾e¹ naléztv tabulkáh. Zde si uvedeme jen vzoreèek pro derivai polynomu. Prof(x) = anxn + an�1xn�1 + an�2xn�2 + � � �+ a2x2 + a1x1 + a0je f 0(x) = n � anxn�1 + (n� 1) � an�1xn�2 + (n� 2) � an�2xn�3 + � � �+ 2 � a2x1 + a1:Konvergene metody: De�nujeme, ¾e iteraèní metoda xk+1 = F (xk) je konvergentní, pokudlimk!1xk = �; kde � je pøesné øe¹ení rovnie f(x) = 0:Tím jsme pøesnì de�novali, kdy metoda konverguje, tj. kdy prvky posloupnosti v jistémsmyslu aproximují pøesné øe¹ení �: Pro praktiké úèely se hodí, kdy¾ o metodì víme nejenom, ¾ekonverguje, ale máme odhadnutu i hybu k-té iterae "k: K tomu nám mù¾e poslou¾it následujíívìta.Vìta o konvergeni a odhadu hyby:3Neh» F je funke de�novaná na intervalu (A;B) a neh» má na tomto intervalu i derivai.Neh» (a; b) je interval obsa¾ený i s krajními body v intervalu (A;B) a neh» v (a; b) platínerovnost jf 0(x)j � q < 1; kde q je vhodná konstanta. Neh» pøesné øe¹ení � rovnie f(x) = 0le¾í v intervalu (a; b). Zvolme poèáteèní odhad koøene � jako x0 2 (a; b) a pomoí vzoreèkuxk+1 = F (xk) zkonstruujme posloupnost x0; x1; x2; : : : Pak platí limk!1xk = �; tj. na¹e metodaje konvergentní. Naví pro odhad hyby platíj"kj = jxk � �j � qkjx0 � �j.Pøíklad: Uká¾eme si aplikai pøedházejíí vìty na vy¹etøení konvergene a hyby jedné metodypro výpoèet druhé odmoniny ze sedmi (viz pøíklad døíve). Máme tedy f(x) = x2 � 7 = 0 auva¾ujme metodu pøíslu¹nou funki F (x) = x� 14 (x2 � 7); tj. metodu xk+1 = xk � 14 (x2k � 7):Funke F je polynom, tak¾e je de�novaná a má derivai pro v¹ehna reálná èísla. Interval(A;B) proto mù¾eme brát jako (�1;+1): Jeliko¾ platí 22 = 4; 32 = 9 le¾í urèitì p7 v intervalu(2; 3): Za interval (a; b) zkusme proto vzít interval (2; 3): Nyní si zpoèítám derivai funke F; dlevý¹e uvedeného vzore pro derivai polynomu dostáváme: F 0(x) = 1 � 12x: Na intervalu (2; 3)platí, ¾e jF 0(x)j � 12 < 1: Tj. zvolíme-li q = 12 ; budeme mít splnìny v¹ehny pøedpoklady vìty.Tudí¾ pro libovolné x0 2 (2; 3) budou iterae konvergovat, hyba k�té iterae je odhadnuta4jako3Tuto vìtu uvádíme bez dùkazu, pokroèilej¹í ètenáø si ji mù¾e zkusit dokázat sám. Hlavnímy¹lenkou dùkazu je vyu¾ít vìtu o støední hodnotì, která øíká, za vý¹e u¾itýh pøedpokladù nafunki F; ¾e pro libovolné body x; y 2 (a; b) existuje bod  2 (x; y); takový, ¾e F (x) � F (y) =F 0() � (x� y):4� je pøesné øe¹ení na¹í rovnie, tj. p7: 3



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Aj"kj = jxk �p7j � � 12 �k jx0 �p7j:Uvìdomíme-li si nyní, ¾e poèáteèní odhad x0 i p7 le¾í v intervalu (2; 3); mù¾eme výraz jx0�p7jodhadnout délkou intervalu (2; 3); o¾ je èíslo 3 � 2 = 1: Celkem tedy máme pro hybu k�téiterae odhad "k � � 12 �k :Jak dlouho poèítat? Na¹ím ílem je vìt¹inou spoèítat øe¹ení s jistou pøesností. Cheme-li napøí-klad výsledek s hybou men¹í ne¾ 11000 ; je dobré vìdìt, který èlen v námi sestrojené posloupnostix0; x1; x2; x3; : : : ji¾ s takovou pøesností aproximuje výsledek.Pøedházejíí pøíklad nám dává pøímo odhad hyby. V takovém pøípadì ji¾ máme v podstatìvyhráno. Cheme-li najít takové xk; aby jxk�p7j < 11000 ; pak staèí zjistit, pro která k je odhadhyby � 12 �k < 11000 : Snadno nahlédneme, ¾e k zaruèení poslední nerovnosti nám staèí ji¾ k = 10:Tj. staèí spoèítat 10 iteraí a máme jistotu, ¾e ná¹ výsledek má po¾adovanou pøesnost.Metoda teèen: Na závìr na¹eho povídání se zmíníme o jedné dobré metodì, která se nazývámetoda teèen. Je dána pøedpisem xk+1 = xk � f(xk)f 0(xk) a nalezne uplatnìní pro takové funke,které mají ve zkoumaném intervalu nenulovou derivai. Této metodì se øíká metoda teèen (takéNewtonova-Raphsonova), nebo» její idea je následujíí: Pro danou i�tou iterai xi konstruujemeteènu ke grafu funke f v bodì [xi; f(xi)℄. Prùseèík této teèny s pøímkou x oznaèíme jako xi+1:Nakresli si obrázek a zkus si sám odvodit dle popsaného postupu pøedpis této metody xk+1 =xk � f(xk)f 0(xk) .Víebodové iteraèní metody: Ètenáø si zajisté doká¾e pøedstavit i metody, pøi kterýh(k + 1)�tou iterai nepoèítáme jen pomoí k�té iterae, ale i iteraí pøedházejííh, tj. mámevzoreèek typu xk+1 = G(xk; xk�1; xk�2; : : : ); kde G je funke j promìnnýh. K jejímu u¾itímusíme zadat j prvníh odhadù x0; x1; x2; : : : xj . Mù¾eme rovnì¾ konstruovat dvì posloupnostiaproximujíí pøesné øe¹ení na¹í úlohy, jedna bude koøen odhadovat seshora a druhá zespoda.Takovými metodami jsou napøíklad metoda seèen a metoda pùlení intervalù. Filoso�e tìhtometod je jednoduhá. V ka¾dém kroku máme v¾dy dva odhady koøene �, dejme tomu èísla xia yi, takové, ¾e na¹e funke má v tìhto odhadeh opaèné znaménko. Pak následujíí iteraispoèítáme u metody pùlení intervalù jako støed intervalu (xi; yi); u metody seèen jako prùseèíkpøímky proházejíí body [xi; f(xi)℄, [yi; f(yi)℄ s osou x. Za xi+1 a yi+1 vezmeme spoèítaný boda ten z bodù xi, yi; aby opìt funke f mìla v bodeh xi+1, yi+1 opaèné znaménko. Nakresli siobrázek a odvoï pøíslu¹né vzore. Samozøejmì, pokud nastane pøípad f(xi) = 0 nebo f(yi) = 0;nemusíme dále poèítat, nebo» jsme koøen právì na¹li.
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A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 ASeriál | Elementy numeriké matematiky II.Aproximae funkí, interpolaeV dne¹ním povídání se budeme zabývat aproximaí funkí. Jedná se o problém aproximovatdanou funki f(x) pomoí funkí nìjakého speiálního tvaru. Takový problém øe¹í experimentá-toøi z mnoha vìdníh disiplín. Vìt¹inou dostanou výsledky v podobném tvaru, jako v následujíímotivai.Obhodní motivae: Ve mìstì Koourkov stával hypermarket a jeho vedouí Libor zpozorovalzajímavý fakt, ¾e denní tr¾by v obhodì závisejí na venkovní teplotì. Nìkolik dní jev pozorovala výsledky si zapsal do tabulky:teplota [ve oC℄ �5 0 5 10 20 25tr¾ba [v mil. korun℄ 0:3 0:5 1 2 5 11Na dal¹í den se htìl peèlivì pøipravit a tak bedlivì sledoval pøedpovìï poèasí, aby mohlodhadnout tr¾bu. Ve zpráváh se v¹ak dozvìdìl, ¾e má být 15oC, o¾ v tabule nebylo. Liborekposmutnìl, o teï?Matematiká formulae problému: Neh» f(x) je funke, kterou heme aproximovat pomoítøídy funkí5 fgn(x)g; n = 0; 1; : : : Pøedpokládejme, ¾e na¹i funki f(x) budeme aproximovatjako tzv. lineární kombinai funkí gn(x), tj. ve tvaruf(x) � a0g0(x) + a1g1(x) + � � �+ amgm(x) = g(x); (�)kde ai; i = 0; 1; : : : ; m jsou konstanty. Ústøedním bodem problému aproximae je kritérium provolbu konstant ai. O tom v¹ak a¾ dále.Funki f mù¾eme mít zadánu buï jen v nìkterýh bodeh x1; : : : ; xp (tj. tabulkou jakov motivaèním pøíkladu, body x1; : : : ; xp pak nazýváme uzly aproximae), nebo na nìjakémintervalu (a; b). Pro jednoduhost se budeme zabývat jen prvním pøípadem, kdy známe funkèníhodnoty pouze v koneènì mnoha bodeh.Nyní rozli¹íme dva typy aproximaí:� interpolaèní aproximae: Konstanty jsou voleny tak, ¾e v bodeh xi; i = 1; : : : ; p souhlasíhodnoty aproximaèní funke6 g s hodnotami funke f .� aproximae metodou nejmen¹íh ètverù neboli aproximae v prùmìru: Úèelem je minimali-zovat souèet ètverù rozdílù mezi f(x) a g(x) v bodeh xi; i = 1; : : : ; p; tj. heme minimalizovatvýraz: (f(x1)� g(x1))2 + (f(x2)� g(x2))2 + (f(x3)� g(x3))2 + � � �+ (f(xp)� g(xp))2:Poznámka: Situae mù¾e být mnohem slo¾itìj¹í. Pøednì, pokud budeme mít funki f zadanouna nìjakém intervalu (a; b) (pak se aproximaí sna¾íme najít její vhodné pøiblí¾ení pomoí þ jed-nodu¹¹íhÿ funkí), je dal¹ím roz¹íøeným typem aproximae tzv. Èeby¹evova aproximae. Ta se5gn(x) jsou vìt¹inou nìjaké jednoduhé, speiální a známé funke | v na¹em povídání tobudou polynomy.6Tvar funke g je uveden ve vztahu (�). 5



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Asna¾í o minimalizai maximální hodnoty hyby jf(x)�g(x)j na intervalu (a; b). Tato my¹lenka násv koneèném dùsledku vede k tzv. Èeby¹evovým polynomùm. S nimi se mohli na¹i star¹í øe¹iteléseznámit v 8. sérii roèníku 1997/1998. Èeby¹evùv polynom nabývá v absolutní hodnotì nejmen¹ímaximální hodnoty mezi v¹emi polynomy stejného stupnì n a stejného koe�ientu u èlenu xn.U metody nejmen¹íh ètverù lze v obeném pøípadì uva¾ovat ka¾dý èlen (f(xi) � g(xi))2s jinou váhou. Tìmito zobenìními se nebudeme dále zabývat, ve zbytku dne¹ního povídání sezamìøíme na první typ aproximae | interpolai.Lagrangeova interpolae: Máme dány funkèní hodnoty f(xi) v tabulkovýh bodeh (uzleh)xi; i = 1; : : : ; p: Tuto funki budeme aproximovat funkí g, která nabývá v tabulkovýh bodehstejné hodnoty jako funke f a bude to polynom. Budeme tedy aproximovat funki f ve tvaru(srovnej s tvarem (�))f(x) � f(x0)g0(x) + f(x1)g1(x) + f(x2)g2(x) + � � �+ f(xp)gp(x);kde funke gi jsou polynomy.De�nujeme hybu aproximae jako funki E(x) splòujííE(x) = f(x)� (f(x0)g0(x) + f(x1)g1(x) + f(x2)g2(x) + � � �+ f(xp)gp(x)) : (��)Na¹ím ílem bude tedy zaøídit, abyE(xi) = 0; pro i = 1; : : : ; p;a zároveò byhom je¹tì htìli najít vyjádøení pro hybu E(x), které nám umo¾ní pøibli¾nì urèitnebo odhadnout hybu pro hodnoty argumentu x 6= xi; i = 1; : : : ; p; tj. pro hodnoty, pro kterébyhom htìli na¹i interpolai u¾ívat.Obené urèení polynomù gi(x) je snadné. Proto¾e heme, aby hyba v tabulkovýh bodehbyla nezávisle na funki f(x) nulová, máme z (��); ¾e gi(xi) = 1; pro i = 1; : : : ; p a gi(xj) = 0v¾dy, kdy¾ j 6= i: Jeliko¾ gi(x) je polynom, obsahuje èinitele(x� x1) � (x� x2) � : : : � (x� xi�1) � (x� xi+1) � : : : � (x� xp)a proto¾e gi(xi) = 1; mù¾eme psátgi(x) = (x� x1) � (x� x2) � : : : � (x� xi�1) � (x� xi+1) � : : : � (x� xp)(xi � x1) � (xi � x2) � : : : � (xi � xi�1) � (xi � xi+1) � : : : � (xi � xp) :Vy¹¹í derivae: V minulém dílu seriálu jsme se zmínili o pojmu derivae funke. Øekli jsme si, ¾ek dané funki h(x) lze v pøípadì, ¾e je nìjakým zpùsobem rozumná, pøiøadit funki h0(x); kterounazveme derivaí funke h. Kdy¾ teï nalezneme derivai funke h0, dostaneme funki (h0)0(x),kterou zkráenì znaèíme h00(x) nebo h(2)(x) a nazýváme druhá derivae funke h. Derivaí druhéderivae dostaneme tøetí derivai, atd. Obenì n-tým derivováním funke h(x) dostaneme n-touderivai funke h, kterou znaèíme h(n)(x):Poznámka k derivaím: v pøedházejíím povídání jsme jen htìli uvést pojem n-té derivae,který se vyskytuje v následujíí pasá¾i o hybì Lagrangeovy interpolae. Ètenáøe, který by se6



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Ahtìl s tímto pojmem seznámit blí¾e, odkazujeme na jiné texty. Zdùraznìme zde jen, ¾e ne ka¾dáfunke musí mít derivai a pokud má, nemusí být de�nována na stejné mno¾inì jako pùvodnífunke. Druhou derivai opìt nemusí mít ka¾dá funke, která má první derivai, apod. Proþpìknéÿ funke lze derivai nalézt v tabulkáh, napøíklad pro polynom mù¾e¹ zpoèítat n-touderivai, pou¾ije¹-li n-krát vzoreèek z minulého dílu seriálu.Chyba Lagrangeovy interpolae: Vztah pro hybu Lagrangeovy interpolae zde uvedeme bezdùkazu7: Mìjme nìjaký bod x; pro který heme urèit velikost hyby E(x): Oznaème nejmen¹íinterval, který obsahuje x a spolu s ním v¹ehny body x1; x2; : : : ; xp, jako interval h; di : Pakexistuje takový bod8 � 2 (; d); ¾e pro hybu Lagrangeovy aproximae platí:E(x) = (x� x1) � (x� x2) � � � � � (x� xp)f(p)(�)p! :Poznámka o u¾ití interpolae: Interpolae nám nemusí slou¾it jen k urèení hodnot funkemimo body, kde hodnotu známe (to se hodilo hlavnì pøed nástupem poèítaèù, kdy byly mnohéfunke dány jen tabulkovì a výpoèet mimo tyto body byl èasto nejryhlej¹í pomoí interpolae),ale je to v podstatì základní pilíø pro odvození mnoha metod v jinýh oblasteh matematiky9 .Nìkteré takové aplikae si je¹tì uká¾eme.Interpolae s ekvidistantními10 uzly: Nyní se budeme zabývat pøípadem, kdy tabulkovébody x1; : : : ; xp jsou od sebe vzdáleny v¾dy o stejnou délku h > 0, tj. platí xj+1 � xj = h; proj = 1; : : : ; p� 1.Diferene vpøed: Mìjme funki f; bod x z jejího de�nièního oboru. De�nujme k�tou diferenivpøed s krokem h v bodì x funke f pomoí rekurentního pøedpisu�khf(x) = �k�1h f(x+ h)��k�1h f(x);kde za nultou difereni vpøed bereme pøímo funkèní hodnotu�0hf(x) = f(x):Tedy napøíklad �1hf(x) = f(x+ h)� f(x);�2hf(x) = �1hf(x+ h)��1hf(x) = f(x + 2h)� 2f(x+ h) + f(x):Obenì mù¾eme k-tou difereni vyjádøit nerekurentnì ve tvaru�khf(x) = kXj=0(�1)k�j�kj�f(x+ jh):7Ètenáø znalý základù matematiké analýzy se mù¾e o dùkaz pokusit sám. Napovíme mu, ¾ese vyu¾ije tzv. Rollova vìta.8Hodnota bodu � je v¹ak závislá na x. Pro rùzná x mohou být odpovídajíí � rùzná.9Pro zdatnìj¹í ètenáøe poznamenáváme, ¾e se jedná o rùzné metody numerikého derivování,numeriké kvadratury, numerikého integrování difereniálníh rovni, : : :10Pøívlastkem ekvidistantní se vyjadøuje, ¾e tabulkové body jsou od sebe stejnì vzdáleny.7



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 AOvìøení tohoto vztahu poneháváme do páté úlohy. Jak by ètenáøe mohlo napadnout, existují té¾zpìtné diferene (a entrální diferene), ale o nih se zde ji¾ nebudeme zmiòovat. O difereníh zdepí¹eme proto, ¾e se pomoí nih dají pro ekvidistantní tabulkové hodnoty zapisovat interpolaènívzore. Jako pøíklad si uvedeme tzv. Newtonùv vzore pro interpolai vpøedy(x1 + hm) = f(x1) + �m1 ��1hf(x1) + �m2 ��2hf(x1) + �m3 ��3hf(x1) + � � �+ �mp ��phf(x1);kde m 2 N0 a symbolem �mj � znaèíme pro j � m obvyklé kombinaèní èíslo, pro j > m pokládáme�mj � = 0: Laskavý ètenáø sám nahlédne souvislost tohoto vzore se vztahem pro Lagrangeovuinterpolai. Pomùkou Ti mù¾e být vztah dokazovaný v 5. úloze seriálové série.Jedna aplikae interpolae, inverzní interpolae: Na závìr si uká¾eme jednu aplikai in-terpolae na øe¹ení nelineárníh rovni, které jsme vy¹etøovali v prvním díle seriálu. Mìjme tedyfunki y = f(x), její¾ koøen (nebo koøeny) heme najít a pøedpokládejme, ¾e známe její hodnotyv øadì bodù, tak¾e mámex x1 x2 x3 : : : xpy = f(x) f(x1) f(x2) f(x3) : : : f(xp)Pøedpokládejme dále, ¾e f(x) má v intervalu hx1; xpi inverzní funki, kterou oznaèíme g; tj.x = g(y): Nalezení hodnoty g(0) je tedy ekvivalentní s nalezením koøene funke f(x). Abyhomhodnotu g(0) pøibli¾nì urèili, napí¹eme si pøedházejíí tabulku ve tvaruy f(x1) f(x2) f(x3) : : : f(xp)x = g(y) x1 x2 x3 : : : xpNyní je ji¾ postup nasnadì | provedeme interpolai takto získané funke g v tabulkovýhbodeh f(x1); : : : ; f(xp); kde x1; : : : ; xp jsou funkèní hodnoty v tìhto bodeh a dostanemeký¾enou aproximai koøene funke f; jako aproximai hodnoty f(0). Uvedený postup si mù¾e¹vyzkou¹et pøi øe¹ení 6. úlohy seriálové série.
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