Seridl — Elementy numerické matematiky I.

Numerické feSeni nelinearnich rovnic

Cilem letoSniho seridlu je sezndmit T€ s odvétvim matematiky, které se nazyva numerickd
matematika. Nebudeme zde budovat Zadné velké matematické teorie, spiSe se budeme snazit
osvétlit si vSe na piikladech.

Zacneme drobnou poznadmkou k etbé nasledujiciho textu. Dnes se budeme zabyvat feSenim
tzv. nelinedrnich rovnic. Za¢indme fyzikdlnim p¥ikladem, ktery motivuje dalsi povidani a ukazuje,
%e nafe zkoumani neni samoucelné. Pokud nemas fyziku v lasce,! muZe$ tento piiklad bez obav
preskodit a pfejit pfimo k matematické formulaci Glohy. Na porozuméni dalsiho textu to nemd
vliv.

kadinka.0 Fyzikdlni motivace: Budeme fe$it tilohu naznacenou na obrazku. Nadoba val-
cového tvaru o poloméru r = 0,400m a vySce h = 2r byla naplnéna vodou do vysky % =r.
Laserovy paprsek vychazejici z bodu A na hornim okraji nddoby ma dopadnout do proté&jsiho
bodu B na okraji dna. Do kterého bodu X na hlading vody jej musime nami¥it? (Absolutni in-
dex lomu vody pro svétlo He-Ne laseru je na = 1,331, absolutni index lomu pro vzduch bereme
jako ny = 1.))

Prichod svétla vodni hladinou v bodé X probéhne podle zikonu lomu: :2; = Z? =
Zvolme soufadnicovou soustavu tak, aby svisld osa y prochdzela bodem A a vodorovnd osa z

bodem B. Vodorovné soufadnice bodu X musi spliiovat rovnici
2 2 2

2 022 z _ n"(2r-z)

a = n’sin” 3, . T

sin Po tpravé a substituci z = % dostaneme rovnici
¢tvrtého stupné
(n? —1)z% —4(n? — 1)2% +5(n? — 1)22 — 4n22 + 4n? =0,

kdyz do této rovnice dosadime za n = 1,331 dostaneme

f(z) =0,7715612* — 3,0862442°% + 3,85780522 — 7,086244z + 7,086244 = 0.
Abychom tedy vytesili nasi tlohu, musime najit feSeni algebraické rovnice ¢tvrtého stupné. U ta-
kové rovnice jiz nemd valného smyslu pokousSet se ji FeSit pfesné. Budeme se snaZit nalézt jeji
feSeni pfiblizné, sta¢i ndm ji totiz vyfesit s pfesnosti, s jakou mame zadéna fyzikalni data. P¥es-
néjsi feSeni by nam stejné k niCemu nebyla.
Matematicka formulace problému: Budeme hledat redlné kofeny rovnice f(z) = 0, kde z je
redlnd promé&nnd a f(z) je v n&jakém smyslu rozumnd funkce. Pod funkci f si miZe§ konkrétng
pfedstavit napfiklad polynom é&tvrtého stupné f(z) = asz* + azz® + asz? + a1z + ap, ktery ndm
dala fyzikdlni motivace. Jinym p¥ikladem funkce f muZe byt pro rovnici z = sin(z) 4 1 pfedpis
f(z) =sinz +1—=z.
Poznamka: V nadpisu tohoto odstavecku hovofime o FeSeni nelinedrnich rovnic. Rovnice linedrni
uvazujeme zvlast. ReSeni soustav linedrnich rovnic je jiZ jinou (na nafem povidani nezavislou)
kapitolou numerické matematiky, proto je nezahrnujeme.
Jednobodové iteraéni metody: Pod nizvem ,iteraéni metody“ se skryvaji metody, pfi kterych
konstruujeme postupné posloupnost ¢isel g, 21, z2, Z3,..., které aproximuji pfesné feSeni nasi

Inebo pokud je fyzika zde uvedend na Tebe moc t&zka
1 Typeset by AAS-TEX
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rovnice f(z) = 0. Pfitom mame zadan pfedpis jak s pomoci z; spolitat z;1, tj. pfedpis tvaru
Ti41 = F(:l?l)

Postupujeme tak, Ze nejprve zvolime zo pocateéni odhad kofene a pak s jeho pomoci spoéitame
z1 = F(z0), nasledn& s pomoci z1 spoéitdme zo = F(z1), z3 = F(z2) atd.

Odvozeni iteraéni metody: Jednobodovych iteraénich metod miZeme vymyslet samoziejmé
spoustu. Nejndzorné&jsi postup je pfepsat si rovnici f(z) = 0 ekvivalentnimi Gpravami na tvar
z = F(z) a pak hledany pfedpis iteraéni metody zvolime jako z1 = F(zy).

Piiklad: UkéaZ%eme si heuristické? odvozeni n&kolika metod pro feSeni rovnice z2 = 7, coz je
vlastng hleddni druhé odmocniny ze sedmi. Hleddme tedy feSeni rovnice f(z) = 22 —7 = 0. Tuto
rovnici si mtiZzeme pfepsat do tvaru x = F(z) napfiklad tak, Ze k ob&ma strandm naSi rovnice
pii¢teme &islo z, dostaneme & = x + 22 — 7, coz davé vzoretek Tpy1 = T + wi — 7. Obecnéji
muZeme nejprve f(z) = 0 vynésobit néjakou konstantou ¢ a poté pfidist k obéma strandm ¢islo
z, dostaneme z = z + c¢(z? — 7), coz davé pro ka¥dé c jinou metodu zj41 = x + c(zi — 7).

2

Koneéné muZeme postupovat Gplné jinak a pfepsat si na$i rovnici na tvar z = %(z + %), z &ehoZ
o : < 1 7

mizeme ziskat vzoredek z 11 = 5 (zp + E)

Jak posuzovat vhodnost metody? Chyba metody: Kazda tprava rovnice f(z) = 0 na

tvar ¢ = F(z) ndm dav4 jinou iteraéni metodu. V predchézejicim textu jsme vidéli, Ze vzo-

re¢ktt z41 = F(zr), pomoci kterych z podateéniho odhadu zo konstruujeme posloupnost
z1, ®2, ¥3,..., lze ziskat spoustu. Pfirozenou otdzkou vsak je, jak pfesné prvky posloupnosti
Zo, 1, T2,... aproximuji pfesné FeSeni nasi tlohy, které budeme oznalovat «, tj. f(a) = 0.

Neni totiz vibec jasné (a také to fasto neni pravda), pro¢ by mély prvky ziskané posloupnosti
byt blizko pfesného feseni «.

Definujme proto chybu i—t€ iterace vztahem e; = a — x;. Je vidét, Ze ¢im mensi bude chyba,
tim bude metoda lepsi. Abychom mohli dat naSemu povidani pfesny ramec, zastavime se u pojmu
limity a derivace.
Pojem limity a derivace: Na tomto misté bychom chtéli osvétlit jeden pomocny pojem pro
dalii vysvétlovani. Ctena¥i obeznameni s limitami a derivacemi mohou p¥islu$né odstavce piesko-
¢it. Ostatnim ukdZeme jen to potiFebné, pro systematické studium téchto pojmi doporucujeme
napiiklad stfedoskolské ucebnice.
Limita posloupnosti: Mé&me posloupnost zg, z1, z2,.... Rekneme, %e ¢islo A je limitou této
posloupnosti a zapisujeme to nlem zn = A, pokud ,vzdélenosti |z, — A| jsou &m dal mensi“,
presnéji pokud pro kazdé kladné e libovolné malé najdeme pfirozené &islo ng takové, Ze pro
vSechny ¢leny na$i posloupnosti s indexem vétSim nez no, tj. pro ¢leny Tng41, Tng+2, Tng+3s---»
plati |z, — A| < ¢, tj. jsou bliZ k A neZ je e. Pomoci kvantifikitor mtiZzeme definici limity pfepsat
na tvar: nleOO zn = A znamend totéz, co (Ve > 0) (3nog) (Vn > no) |zn — A <e.
Derivace funkce: Mé&me funkci f(z) definovanou na intervalu (a,b). K této funkci mtizeme
prifadit funkeci, kterou nazyvadme derivaci funkce f a zna¢ime f'(z).

Na tomto misté neni tfeba psat, jakym zptisobem derivaci definujeme a pro které funkce

2Pod slovem ,heuristické“ se skryva oznadeni, Ze uvedené (intuitivni) odvozovéani se zaklada
vice na nazornosti a nezodpovidi pfirozené otdzky (chyba metody, rychlost konvergence, viz
dale), které by si matematik kladl.
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existuje. Spokojime se s ujiSténim, Ze existuje pro funkce, které jsme zde zatim maéli a lze ji najit
v tabulkach.

Mame-li funkci f, jeji derivaci f’, ob& definované na né&jakém intervalu (a,b), a néjaky bod
¢ € (a,b), pak je pfimka y = f(c) + f'(c)(z —c) te€nou ke grafu funkce f v bodsg [c, f(c)]. Nakresli
si obrazek.

Derivace polynomu: Derivace zdkladnich funkci, jejich souétd, soudini, ..., mutze§ nalézt
v tabulkach. Zde si uvedeme jen vzorecek pro derivaci polynomu. Pro

f(z) = anz™ + 12"Vt an_2z" 2 + -+ azz® +ar1z! +ao
je
fl(z)y=n- anz" " + (n—1) cap_1z" 2+ (n—2)- p_22" 3+ .. +2.a22" +ay.

Konvergence metody: Definujeme, Ze iteralni metoda 41 = F(zy) je konvergentni, pokud
lem z = a, kde a je pfesné Fefeni rovnice f(z) = 0.

oToim jsme presné definovali, kdy metoda konverguje, tj. kdy prvky posloupnosti v jistém
smyslu aproximuji pfesné feSeni . Pro praktické Gifely se hodi, kdyZ o metodé vime nejenom, ze
konverguje, ale mame odhadnutu i chybu k-té iterace ¢;. K tomu ndm muze poslouzit nasledujici
véta.
Véta o konvergenci a odhadu chyby:3

Necht F je funkce definovana na intervalu (A, B) a necht ma na tomto intervalu i derivaci.
Necht (a,b) je interval obsaZeny i s krajnimi body v intervalu (A, B) a necht v (a,b) plati
nerovnost |f/(z)| < ¢ < 1, kde ¢ je vhodna konstanta. Necht pfesné feseni o rovnice f(z) = 0
lezi v intervalu (a,b). Zvolme pocéateni odhad kofene a jako zo € (a,b) a pomoci vzorecku
Zp4+1 = F(zr) zkonstruujme posloupnost g, z1, z2,... Pak plati kll)n;o T = a, tj. nae metoda

je konvergentni. Navic pro odhad chyby plati
x| = |k — af < ¢*lzo —of.
Piiklad: Ukazeme si aplikaci pfedchéazejici véty na vySetfeni konvergence a chyby jedné metody
pro vypoéet druhé odmocniny ze sedmi (viz piiklad diive). Mame tedy f(z) = 22 -7 =0 a
uvazujme metodu p¥islusnou funkei F(z) =z — %(:1:2 —17), tj. metodu @41 = g — %(:13,2c -7).
Funkce F' je polynom, takze je definovand a mé derivaci pro vSechna reilnd &isla. Interval
(A, B) proto mtizeme brét jako (—oco, +00). Jeliko# plati 22 = 4, 32 = 9 le#{ uréit& /7 v intervalu
(2, 3). Za interval (a, b) zkusme proto vzit interval (2,3). Nyni si zpo&itdm derivaci funkce F, dle
vySe uvedeného vzorce pro derivaci polynomu dostavame: F'(z) = 1 — %z Na intervalu (2, 3)
plati, ze |F'(z)| < % < 1. Tj. zvolime-li ¢ = %, budeme mit splnény vSechny pfedpoklady véty.
Tudi# pro libovolné zo € (2,3) budou iterace konvergovat, chyba k—té iterace je odhadnuta*
jako

3Tuto vétu uvadime bez dikazu, pokrotilejsi Gtenaf si ji muze zkusit dokdzat sam. Hlavni
myslenkou diikazu je vyuZit vétu o stfedni hodnoté, kterd ¥ikd, za vySe uzitych pfedpokladd na
funkci F, Ze pro libovolné body z,y € (a,b) existuje bod ¢ € (z,y), takovy, Ze F(z) — F(y) =
F'(c) - (2 — y).

4o je piesné FeSeni nadi rovnice, tj. v/7.
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ekl = lzi = V71 < (3)" leo — V7.
Uvédomime-li si nyni, e po¢ate¢ni odhad o i v/7 lez v intervalu (2, 3), miizeme vyraz |zo — /7|
odhadnout délkou intervalu (2, 3), coZ je &islo 3 — 2 = 1. Celkem tedy mame pro chybu k—té
iterace odhad g, < (%)k .
Jak dlouho poéitat? Nasim cilem je vétSinou spocitat FeSeni s jistou pfesnosti. Chceme-li napfi-
klad vysledek s chybou mensi nez ﬁ , je dobré védét, ktery ¢len v ndmi sestrojené posloupnosti
zo, 1, T2, T3,... jiz s takovou presnosti aproximuje vysledek.

Predchézejici piiklad ndm dava pfimo odhad chyby. V takovém piipadé jiz médme v podstaté
vyhréno. Chceme-li najit takové zy, aby |y — \/7\ < ﬁ, pak stadi zjistit, pro kterd k je odhad
chyby (%)k < Tloo' Snadno nahlédneme, Ze k zaruceni posledni nerovnosti ndm staéi jiz k = 10.
Tj. stali spocitat 10 iteraci a méme jistotu, Ze nas vysledek méa pozadovanou piesnost.

Metoda teden: Na zavér naSeho povidini se zminime o jedné dobré metodé&, kterd se nazyva
f(zy)
()
které maji ve zkoumaném intervalu nenulovou derivaci. Této metodé& se ¥ikad metoda teden (také

Newtonova-Raphsonova), nebot jeji idea je nésledujici: Pro danou i—tou iteraci z; konstruujeme
te¢nu ke grafu funkce f v bodé [z;, f(z;)]. Priseéik této tetny s pfimkou z ozna&ime jako z; 1.
Nakresli si obrazek a zkus si sdm odvodit dle popsaného postupu piedpis této metody xp41 =
2 — f(zg)

' (zx)
Vicebodové iteradni metody: Ctenaf si zajisté dokaZe piredstavit i metody, pfi kterych
(k + 1)—tou iteraci nepoditdme jen pomoci k—té iterace, ale i iteraci pfedchdazejicich, tj. mame
vzorecek typu zpi11 = G(2g, Tk—1, Tk—2,...), kde G je funkce j proménnych. K jejimu uZiti
musime zadat j prvnich odhadi zo, z1, z2,...2;. MiZeme rovnéz konstruovat dvé posloupnosti
aproximujici pfesné feSeni na$i lohy, jedna bude kofen odhadovat seshora a druhd zespoda.
Takovymi metodami jsou napfiklad metoda sefen a metoda pileni intervala. Filosofie téchto
metod je jednoduchd. V kazdém kroku méame vZdy dva odhady kofene «, dejme tomu &isla z;
a y;, takové, Ze naSe funkce ma v téchto odhadech opaéné znaménko. Pak nésledujici iteraci
spotitdme u metody ptleni interval jako stfed intervalu (z;,y;), u metody sefen jako pruseik
pfimky prochéazejici body [zi, f(zi)], [yi, f(y:)] s osou z. Za ;11 a y;+1 vezmeme spo&itany bod
a ten z bodu z;, y;, aby opét funkce f méla v bodech z;41, y;+1 opatné znaménko. Nakresli si
obréazek a odvod pfisluiné vzorce. Samoziejmé, pokud nastane pfipad f(z;) = 0 nebo f(y;) =0,
nemusime dale pocitat, nebot jsme kofen prévé nasli.

metoda teCen. Je déna piedpisem zjyq = xf — a nalezne uplatnéni pro takové funkce,
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Seridl — Elementy numerické matematiky II.

Aproximace funkci, interpolace

V dnes$nim povidani se budeme zabyvat aproximaci funkci. Jedné se o problém aproximovat
danou funkci f(z) pomoci funkci néjakého specidlniho tvaru. Takovy problém Fesi experimenté-
tofi z mnoha védnich disciplin. Vé&tsinou dostanou vysledky v podobném tvaru, jako v nasledujici
motivaci.

Obchodni motivace: Ve mésté Kocourkov stdval hypermarket a jeho vedouci Libor zpozoroval
zajimavy fakt, Ze denni trzby v obchodé zaviseji na venkovni teploté. Nékolik dni jev pozoroval
a vysledky si zapsal do tabulky:

teplota [ve OC] -5 0 5 10 20 25
trzba [v mil. korun] 0.3 0.5 1 2 5 11

Na dalsi den se chtél peflivé pfipravit a tak bedlivé sledoval pfedpovéd poéasi, aby mohl
odhadnout trzbu. Ve zpravich se vSak dozvédél, ze ma byt 15°C, coZ v tabulce nebylo. Liborek
posmutnél, co ted?

Matematicka formulace problému: Necht f(z) je funkce, kterou chceme aproximovat pomoci

t¥idy funkci® {gn(z)}, n = 0, 1,... Pfedpoklddejme, 7e nadi funkci f(z) budeme aproximovat
jako tzv. linedrni kombinaci funkci g, (z), tj. ve tvaru
f(z) ~ aogo(z) + a191(x) + -+ + amgm(z) = g(), (*)
kde a;, i =0, 1,..., m jsou konstanty. Ustfednim bodem problému aproximace je kritérium pro
volbu konstant a;. O tom vSak az déile.
Funkci f miZeme mit zaddnu bud jen v nékterych bodech z1,..., #p (tj. tabulkou jako
v motivaénim piikladu, body 1,..., zp pak nazyvime uzly aproximace), nebo na n&jakém

intervalu (a, b). Pro jednoduchost se budeme zabyvat jen prvnim pf¥ipadem, kdy zndme funkéni
hodnoty pouze v koneéné mnoha bodech.

Nyni rozli§$ime dva typy aproximaci:
e interpolacni aproximace: Konstanty jsou voleny tak, Ze v bodech z;, ¢ = 1,..., p souhlasi
hodnoty aproximaéni funkce® g s hodnotami funkce f.
e aprozimace metodou nejmensich ctvercd neboli aprozimace v priméru: Utelem je minimali-
zovat soucet étvercd rozdilti mezi f(z) a g(x) v bodech z;, i = 1, ..., p, tj. chceme minimalizovat
vyraz:

(f(z1) — g(21))* + (f(z2) — g(22))* + (f(zs) — g(23))? + -~ + (F(2p) — g(p))*.

na néjakém intervalu (a,b) (pak se aproximaci snazime najit jeji vhodné pfiblizeni pomoci ,jed-

nodussich“ funkeci), je dal§im rozsifenym typem aproximace tzv. CebySevova aproximace. Ta se

5gn(z) jsou vétdinou n&jaké jednoduché, specidlni a zndmé funkce — v nasem povidéani to
budou polynomy.
6Tvar funkce g je uveden ve vztahu (x).
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snaZi o minimalizaci maximalni hodnoty chyby |f(z)—g(z)| na intervalu (a, b). Tato myslenka nas
v koneéném diisledku vede k tzv. CebySevovym polynomim. S nimi se mohli nasi starsi FeSitelé
sezndmit v 8. sérii roéniku 1997/1998. Cebyseviiv polynom nabjva v absolutni hodnot& nejmensi
maximélni hodnoty mezi vSemi polynomy stejného stupné n a stejného koeficientu u €lenu ™.
U metody nejmensich &tverct lze v obecném pfipadé uvazovat kazdy €len (f(z;) — g(z;))
s jinou véhou. Témito zobecnénimi se nebudeme dale zabyvat, ve zbytku dne$niho povidani se
zaméiime na prvni typ aproximace — interpolaci.
Lagrangeova interpolace: Mdme dany funkéni hodnoty f(z;) v tabulkovych bodech (uzlech)
z;, t =1,..., p. Tuto funkci budeme aproximovat funkei g, kterd nabyva v tabulkovych bodech
stejné hodnoty jako funkce f a bude to polynom. Budeme tedy aproximovat funkci f ve tvaru
(srovnej s tvarem (x))

2

f(@) = f(zo)go(z) + f(z1)g91(z) + f(z2)g2(2) + - + f(2p)gp(2),

kde funkce g; jsou polynomy.
Definujeme chybu aproximace jako funkci E(z) spliiujici

BE(z) = f(z) — (f(z0)go(z) + f(z1)g1(z) + f(z2)g2(2) + - + f(Tp)gp()) - (%)
Nasim cilem bude tedy zafidit, aby
E(z;) =0, prot=1,..., p,
a zéroveii bychom jesté chtéli najit vyjadieni pro chybu E(z), které ndm umozni p¥iblizné urcit
nebo odhadnout chybu pro hodnoty argumentu  # z;, ¢ =1,..., p, tj. pro hodnoty, pro které
bychom chtéli nasi interpolaci uzivat.
Obecné uréeni polynomi g;(x) je snadné. Protoze chceme, aby chyba v tabulkovych bodech

byla nezavisle na funkci f(z) nulovi, mame z (*x), Ze g;(z;) =1, proi=1,..., pa gi(z;) =0
vidy, kdyZz j # i. Jelikoz g;(z) je polynom, obsahuje Einitele

(z—z1) - (®—22) ... (@ —mi—1) (& —Tig1) ...  (z — zp)
a protoZe g;(z;) = 1, miZeme psat

(z—z1) - (z—22) ...- (@ —mi—1): (& —@ig1) ...  (x—zp)
i — 1) (B —@2) oo (i —@im1) (2 —@ig1) e (2 — 2p)

gi(z) = (

Vy&si derivace: V minulém dilu seridlu jsme se zminili o pojmu derivace funkce. Rekli jsme si, Ze
k dané funkci h(z) lze v pFipads, Ze je n&jakym zplisobem rozumni, pfifadit funkci h'(z), kterou
nazveme derivaci funkce h. Kdy% ted nalezneme derivaci funkce h’, dostaneme funkci (k') (z),
kterou zkracens znadime b (z) nebo h(?)(x) a nazgvime druh4 derivace funkce h. Derivaci druhé
derivace dostaneme t¥eti derivaci, atd. Obecné n-tym derivovanim funkce h(z) dostaneme n-tou
derivaci funkce h, kterou znagime h(") (z).

Poznamka k derivacim: v pfedchéizejicim povidani jsme jen chtéli uvést pojem n-té derivace,
ktery se vyskytuje v nasledujici pasazi o chyb& Lagrangeovy interpolace. Ctenafe, ktery by se

6
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chtél s timto pojmem sezndmit bliZe, odkazujeme na jiné texty. Zdiraznéme zde jen, Ze ne kazda
funkce musi mit derivaci a pokud mé, nemusi byt definovina na stejné mnoziné jako puvodni
funkce. Druhou derivaci op&t nemusi mit kazZda funkce, kterda ma prvni derivaci, apod. Pro
»PEkné“ funkce lze derivaci nalézt v tabulkich, napfiklad pro polynom miiZes zpocitat n-tou
derivaci, pouzijes-li n-krat vzoreéek z minulého dilu serialu.

Chyba Lagrangeovy interpolace: Vztah pro chybu Lagrangeovy interpolace zde uvedeme bez
diikazu”: Mé&jme n&jaky bod z, pro ktery chceme uréit velikost chyby E(z). Ozname nejmensi

interval, ktery obsahuje z a spolu s nim vSechny body z1,z2,...,zp, jako interval (c,d). Pak
existuje takovy bod® ¢ € (c,d), e pro chybu Lagrangeovy aproximace plati:
(»)
B(e) = (v —21) - (2 — @2) -+ - (0 — 2p) L ,,.(5)-

Poznamka o uZiti interpolace: Interpolace ndm nemusi slouzit jen k urceni hodnot funkce
mimo body, kde hodnotu zndme (to se hodilo hlavné pfed nastupem pocitaét, kdy byly mnohé
funkce dény jen tabulkové a vypoget mimo tyto body byl Easto nejrychlejsi pomoci interpolace),
ale je to v podstaté zékladni pilif pro odvozeni mnoha metod v jingch oblastech matematiky®.
Neékteré takové aplikace si jesté ukdzeme.

Interpolace s ekvidistantnimi'® uzly: Nyni se budeme zabyvat pfipadem, kdy tabulkové
body z1,..., zp jsou od sebe vzdéleny vzdy o stejnou délku h > 0, tj. plati ;11 —x; = h, pro
ji=1,...,p— 1.

Diference vpfed: Méjme funkci f, bod z z jejiho definiéniho oboru. Definujme k—tou diferenci
vpfed s krokem h v bodé z funkce f pomoci rekurentniho pfedpisu

Ak f(z) = AT (e + ) — AL f(2),
kde za nultou diferenci vpfed bereme pfimo funkéni hodnotu
AL f(z) = f(2)-
Tedy napiiklad
A f(z) = f(e +h) ~ f(2),
AR f(z) = Ajf(z +h) — AL f(x) = f(z +2h) = 2f(z + ) + f().

Obecné muzeme k-tou diferenci vyjadfit nerekurentné ve tvaru
K ok
Abf) = 304 () S+ 1),
J=0

7Ctenaf znaly zdkladit matematické analyzy se mize o ditkaz pokusit sim. Napovime mu, Ze
se vyuzije tzv. Rollova véta.

8Hodnota bodu ¢ je vsak zavisld na z. Pro rtiznid  mohou byt odpovidajici ¢ riizna.
numerické kvadratury, numerického integrovani diferencialnich rovnic, ...

10p#ivlastkem ekvidistantni se vyjadiuje, Ze tabulkové body jsou od sebe stejné vzdsleny.
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Ovéreni tohoto vztahu ponechdvame do paté tilohy. Jak by ¢tendfe mohlo napadnout, existuji téz
zpétné diference (a centralni diference), ale o nich se zde jiz nebudeme zmifiovat. O diferencich zde
piSeme proto, Ze se pomoci nich daji pro ekvidistantni tabulkové hodnoty zapisovat interpolaéni
vzorce. Jako pi¥iklad si uvedeme tzv. Newtoniiv vzorec pro interpolaci vptred

y(er+hm) = f@) + (T) Absn) + (5)aksen) + () Al @) + -+ () A7 o),

’]") znacime pro j < m obvyklé kombinaéni ¢islo, pro j > m pokladdme

(’]") = 0. Laskavy ¢tendf sdm nahlédne souvislost tohoto vzorce se vztahem pro Lagrangeovu

kde m € Ny a symbolem (

interpolaci. Pomickou Ti miiZe byt vztah dokazovany v 5. (iloze seridlové série.

Jedna aplikace interpolace, inverzni interpolace: Na zavér si ukdzeme jednu aplikaci in-
terpolace na feSeni nelinedrnich rovnic, které jsme vySetfovali v prvnim dile seridlu. Méjme tedy
funkei y = f(z), jejiz koFen (nebo koFeny) chceme najit a pfedpoklddejme, Ze zndme jeji hodnoty
v fadé bodu, takZze mame

T 1 T2 T3 Tp

y = f(=) f(z1) f(z2) f(z3) f(@p)

Pfedpokladejme dale, Ze f(z) ma v intervalu (z1,2p) inverzni funkci, kterou oznadime g, tj.
z = g(y). Nalezeni hodnoty g(0) je tedy ekvivalentni s nalezenim kofene funkce f(z). Abychom
hodnotu ¢(0) pfibliZzné uréili, napiSeme si pfedchazejici tabulku ve tvaru

y f(z1) f(z2) f(z3) f(zp)

z =g(y) T T2 z3 T

Nyni je jiz postup nasnadé — provedeme interpolaci takto ziskané funkce g v tabulkovych
bodech f(z1),..., f(zp), kde z1,..., zp jsou funkéni hodnoty v t&chto bodech a dostaneme
kyZenou aproximaci kofene funkce f, jako aproximaci hodnoty f(0). Uvedeny postup si muZes
vyzkouSet pfi FeSeni 6. Glohy seridlové série.



