Dvé neobvyklé existencni techniky

RADO VAN SVARC

ABSTRAKT. Prispévek popisuje dvé jednoduché, ovSsem nepfilis znamé techniky vy-
uzivané (zpravidla) pro dukazy existence.

Diskrétni spojitost

Pres svilj zvlastni, ponékud oxymoricky nazev je diskrétni spojitost velmi jednoduchy
a intuitivni pfistup. Ilustrujme na ptikladu:

Priklad 1. Na rovinné louce se pase 2016 bodovych prasatek. Pastevec Rado se
doslechl, Ze se k louce blizi vlk, ktery chce prasatka sezrat. Samoziejmé chce prasatka
zachranit, a proto by kolem nich rad postavil kruhovou ohradu (jiné tvary neuznava).
Zaroveti by si ovSem rad naklonil Stésténu na svoji stranu, proto by chtél nechat
pravé 42 prasatek mimo ohradku, a tim uéinit krvavou obéf svému Panu a Spasiteli
Belzebubu. Ukazte, ze takovou ohradku skuteéné umi postavit.

Reseni. Nejprve ukéZeme, Ze existuje bod B, na kterém nestoji zadné prasatko
a ktery zaroven nemd k zadnym dvéma prasatkim stejnou vzdalenost. To plyne
z toho, Ze pokud mé bod ke dvéma prasatkum stejnou vzdalenost, potom lezi na
ose usecky, kterd je spojuje. Tim méame ale zakdzany jen koneény pocet (konkrétné
(20216)) pfimek a konecny pocet bodi, coz ndm urcité nepokryje celou rovinu. Proto
bod B s pozadovanymi vlastnostmi vskutku existuje.

Nyni, kdyz jsme hotovi s technikaliemi, pfejdeme na skutecné pouziti diskrétni
spojitosti. Uvazujme kruznici k; se stfedem v B, kterd neobsahuje zadné prasatko (ta
existuje — prosté zvolme polomér mensi, nez je vzdalenost B k nejblizsimu prasatku).
Postupné ji nafukujme, dokud vSechna prasatka nelezi uvniti kruznice. Na zacatku
se mimo kruznici paslo 2016 > 42 prasatek, na konci je to 0 < 42. Protoze pii
nafukovani najednou pfiddme vzdy jen jedno prasdtko (protoze B nemd k zadnym
dvéma prasitkiim stejnou vzdalenost), musi jednou uréité nastat takova situace, kdy
se pravé 42 prasatek nachazi mimo ohradku.

Priklad 2. E.T. k narozenindm dostal krasny kruhovy dort a hned se rozhodl

pulkruhovou ¢ast z néj vénovat nejlepsimu tesiteli PraSatka. Nez ji ale stihl odkrojit,

Pepa uz dort nakrajel tradi¢nim zptsobem na praveé 4k dilki tak, Ze 2k z nich bylo

vétsich (navzdjem stejnych) a 2k mensich (téZ navzajem stejnych). Dokazte, ze E.T.
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i tak nasel nékolik sousednich dilkd, které tvofily pulkruh. (Podafilo se mu tedy
oddélit ptlkruhovou &ast, aniz by musel nakréjené kousky preusporadat.)
(MKS 33-5-5)

Priklad 3. Ukazte, Ze existuje 1000 za sebou jdoucich pFirozenych ¢isel, mezi kte-
rymi se nachéazi pravé 5 prvoéisel. (MKS 30-1-4)

Piiklad 4. V (na obé strany nekonecéné) fadé stoji iKSafi a chudaci (kazdy ¢lovek
je bud iKSaf, nebo chudak). Je zndmo, Ze pokud vezmeme libovolny kone¢ny poduisek
této fady, bude se v ném pocet iKSait a chudaku lisit maximalné o 1000. Ukazte,
7e existuje poduasek rady délky 2000, ve kterém je prave 1000 iKSait.

(ITAMO 2013)

Priklad 5. Necht n je pfirozené ¢islo vétsi nez jedna. V roviné se pase n bodovych
kraviek a n bodovych ovecek. Zadna t¥i zvifatka neleZi na jedné p¥imce. Balancni
primkou nazveme primku prochézejici jednou oveckou a jednou kravickou tak, ze
na kazdé strané od piimky je stejné ovecek jako jako kravicek. Ukazte, Ze existuji
alespoii dvé balan¢ni pfimky. (USAMO 2005)

Priklad 6. Necht S je mnozina alespoin dvou bodil v roving, z nichz zadné t¥i nelezi
na piimce. Vétrnym mlynem rozumime néasledujici proces. Na pocatku je vybrana
néjakad primka ¢ prochézejici pravé jednim bodem P € S. Tato pfimka se zacne
otacet ve sméru hodinovych rucicek se stfedem otaceni P, dokud ,nenarazi“ na
dalsi bod mnoziny S, ozna¢me jej (). Pfimka se nadéle otaci ve sméru hodinovych
rucicek, ovsem se stfedem otaceni @), dokud nenarazi na dalsi bod mnoziny S, a tak
déle. Tento proces neustéle pokracuje (nekone¢né dlouho). Dokazte, Ze 1ze zvolit bod
P € S a pfimku ¢ prochézejici bodem P tak, Ze jimi zac¢inajici vétrny mlyn bude
mit kazdy bod z S za stfed otaceni nekoneénékrat. (IMO 2011)

Prochazeni stavového prostoru

Druhé idea této prednasky zni taktéz vcelku krypticky, ovéem neznamena nic jiného,
nez ,kdyz chodime mezi koneénym poc¢tem moznosti pomoci rozumného pravidla,
musime se bud zacyklit, nebo skon¢it“. Opét budeme ilustrovat na prikladu:

Priklad 7. Mésto mé tvar obdélnika. Jeho hlavni ulice jsou tisecky rovnobézné
s nékterym jeho okrajem (stranou obdélnika) a rozdéluji jej na obdélnikové Ctvrti.
Centrem nazveme takovou ¢tvrt, kterd nesousedi s okrajem. Podle vyhlasky zadnéa
hlavni ulice nevede napti¢ celym méstem. Predpokladejme, Ze existuje alespon jedna
hlavni ulice. Dokazte, Ze mésto méa centrum. (MKS 34-5-6, ISL 2007)

Reseni. Projedeme se po mésté. Vjedeme do néj nékterou hlavni ulici a dojedeme

aZ na konec této ulice (kde uz nejde pokrac¢ovat rovné). Tento konec je kvili vyhlasce

uvnitf mésta, a protoze jsou vSechny ¢tvrti obdélnikové, jedna se o kfizovatku tvaru

T. Diky vyhlasce je alespon jeden konec ulice, na kterou jsme narazili, opét uvnitf

mésta. Vydame se tedy na néj. Opét dojedeme na konec a proces opakujeme. Takto

projizdime méstem tak dlouho, nez dojedeme na misto, na kterém uz jsme jednou
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byli. Mezi okamzikem, kdy jsme na tomto misté byli poprvé, a kdy jsme na néj dojeli
podruhé, jsme objeli neprdzdnou oblast, v niz je kazd4 étvrt centrem.

Priklad 8. Na velkém nadvoii jsou na zemi vyznaceny vrcholy ¢tvercové sité a na
nékterych z nich stoji zidle. Rozhodnéte, zda l1ze na jakoukoliv takovou konfiguraci
zidli usadit republikédny a demokraty tak, aby na kazdé zidli sedél praveé jeden politik,
aby se pro kazdou fadu pocet v ni sedicich demokratti 1isil od poctu v ni sedicich
republikdnil nejvyse o jedna a to samé aby platilo pro vSechny sloupce.

(MKS 34-5-7, IMO 1986)

Piiklad 9. Méjme libovolné prvocislo p > 7. DokaZte, Ze pak existuje pfirozené
¢islo n a celd ¢isla z1, %3, ..., Tn, Y1, Y2, - - -, Yn Nesoudélna s p takova, ze

27 +y; = 23 (mod p)
x% + yg = x% (mod p)

22 +y2 =27 (mod p).

(MKS 34-3-8)

Priklad 10. Romeo a Julius jeli na vylet do rumunskych hor. Stoji na opaénych
stranach pohoii ve stejné nadmorské vysce a chtéji se pohybovat tak, ze stale budou
mit stejnou nadmorskou vysku. Cesta mezi nimi tvoii graf linedrni lomené funkce (je
to lomend ¢éra). Kazdy bod cesty je alespoii tak vysoko jako pocéateéni nadmorska
vyska Romea a Julia. Dokazte, Ze se mohou setkat. (MKS 24-1-7)

Zdanlivé neexistencni Glohy
Myslenka prochazeni stavovych prostori se vyskytuje i v llohach, které na prvni po-
hled nevypadaji pfili§ ,existenéné“. Pomoci stavovych prostori v nich vSak (¢asto

pri dikazu sporem) jako pomocné tvrzeni ukdZeme existenci néceho, co zadani ne-
pozaduje, ale co ndm pomiuze vyresit ulohu.

Priklad 11. Mame n karet o¢islovanych 1 az n zamichanych v balicku. V kazdém
kroku se podivame na horni kartu. Pokud na ni je ¢islo k, obratime pofadi hornich &
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karet. Tj. z potadi 3,5,2,4,1,7,6 dostaneme 2,5,3,4,1,7,6, z toho 5,2,3,4,1,7,6 a
z toho 1,4, 3,2,5,7,6. Ukazte, Ze Casem se nahoru dostane jednicka. (TRiKS 35)

Priklad 12. David si na kruznici nakreslil 4n riznych boda a pak je po sméru
hodinovych rucicek stiidavé obarvil modie a ¢ervené. Cervené body néjakym zpii-
sobem rozdélil do n dvojic a body v kazdé dvojici spojil ¢ervenou tiseckou. Podobné
n modrymi tiseCkami pospojoval modré body. Vsiml si, Ze zadné tii barevné tisecky
neprochazeji jednim bodem a zZe kazdy prusecik modré a cervené tusecky je fialovy.
DokaZte, Ze na obrazku nasel alesporni n fialovych bodi. (MKS 34-1-7)

Piiklad 13. Bludisté sestavd z mistnosti tvaru étverce spojenych jednotkovymi
zdmi (prosté policka ve étvereckované siti). Pokud jsou dvé mistnosti spojené zdi,
vedou mezi nimi i dvefe. PraSatko se snazi dostat ven z labyrintu, do kterého jej
uvrhl Déd Vsevéd. V kazdé mistnosti je na zemi Sipka, kterd ukazuje na nékteré
dvere. Poté, co Prasatko vstoupi do mistnosti, se Sipka zac¢ne otacet proti sméru
hodinovych rucicek, a kdyz poprvé ukaze na dvefe, zastavi se. Nasledné se tyto
dvefe oteviou a do mistnosti je vpustén jedovaty plyn, takze PraSatko musi dvefmi
utéct. Poté, co PraSatko projde, se dvefe zaviou a proces se opakuje znovu v nové
mistnosti. (Jedovaty plyn bude mezitim opét odsaty, takze pokud PraSatko vstoupi
do nékteré mistnosti znovu, nic se mu nestane.) Déd vSevéd chtél PraSatku dat Sanci,
a proto do pravé jedné mistnosti pfidal dvere, které vedou ven (kdyz se oteviou).
PraSatko zacind v mistnosti, ktera je néjakou posloupnosti dvefi spojené s mistnosti s
vychodem. Je Déd VSevéd schopny nastavit tvar bludisté, pozici vychodu, poc¢atecni
pozici PraSatka a pocateCni orientaci Sipek tak, aby se PraSatko nikdy nedostalo
ven?

Priiklad 14. Do kazdého policka tabulky n x n napiSeme kladné realné ¢islo tak,
ze soucet Cisel v kazdém Fadku je roven 1 a plati, ze kdykoliv vybereme n policek
tak, ze z kazdého radku i sloupce vezmeme pravé jedno, je soucin ¢isel téchto policek
mensi nebo rovny soucinu ¢isel na diagonale. Dokazte, Zze soucet ¢isel na diagonéle
je alespon 1. (1KS 4-5, St. Petersburg 2000)
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