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Pøíklady | pou¾ití obarvení

Polymina. Ve ètverové síti vyznaèíme k ètverù, které þdr¾í pohromadìÿ (po vystøi¾ení z papíru

tvoøí jeden elek, který nikde nedr¾í jen za roh). Takovému útvaru øíkáme polymino velikosti k, pro

k = 2, 3, : : : dostáváme domino, trimino, tetramino, : : : Nakreslete si v¹eh pìt rùznýh tetramin

| s trohou fantazie pohopíte, kterému budeme øíkat I, L, T, O, S.

1. pøíklad

�

Je mo¾no z pìti tetramin (od ka¾dého druhu jednoho) vytvoøit obdélník?

2. pøíklad Lze pokrýt ¹ahovnii 8� 8 pomoí patnáti tetramin T a jednoho tetramina O?

3. pøíklad Lze pokrýt obdélník 10 � 10 pomoí 25 tetramin I?

4. pøíklad Obdélníková podlaha je vydlá¾dìna dla¾dièkami 2�2 a 1�4. Jednu z nih rozpustilý

Pavel rozbil, na¹tìstí máme v zásobì jednu dla¾dièku druhého typu. Mù¾eme dla¾dièky pøeuspoøá-

dat tak, aby byla podlaha pokryta?

5. pøíklad

�

©ahovnii 8 � 8 je mo¾no vyplnit dominy 2

4

� 901

2

= 12 988 816 zpùsoby. Kolika

zpùsoby lze vyplnit ¹ahovnii, z ní¾ jsme vyøízli dva protilehlé rohy?

6. pøíklad

�

Z obdélníku n � n vyøízneme v¹ehny ètyøi rohy. Pro která n je mo¾no tento útvar

pokrýt tetraminy L?

7. pøíklad Je mo¾no vyplnit kryhli 10 � 10 � 10 pomoí 250 ihel 1� 1� 4?

8. pøíklad

�

Obdélník a � b lze pokrýt obdélníky 1 � n právì tehdy, kdy¾ nja nebo njb. Kdy jej

lze pokrýt obdélníky m� n?

9. pøíklad

�

Jeden z rohù obdélníku (2n+1)�(2n+1) je vyøíznut. Pro která n lze pokrýt zbývajíí

ètvere dominy 2� 1, z nih¾ polovina je vodorovnì a polovina svisle?

10. pøíklad

�

Na jedno z políèek ètvere 5 � 5 napí¹eme �1, na ostatníh 24 políèek +1. Jedním

tahem mù¾eme zmìnit znaménko u v¹eh èísel v nìjakém ètveri a� a (pro a > 1); heme doílit

toho, aby na v¹eh políèkáh byla +1. Kde mù¾e na zaèátku být �1, aby to bylo mo¾né?

11. pøíklad Na ka¾dém políèku ¹ahovnie 9 � 9 sedí beru¹ka. V jeden okam¾ik ka¾dá beru¹ka

pøeleze na jedno z políèek, které s tím pùvodním sousedí rohem. Nìkterá políèka zùstanou volná.

Jaký je nejmen¹í mo¾ný poèet volnýh políèek. (Mimohodem, jaký je prùmìrný poèet, pokud

beru¹ky lezou náhodnì?)
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Krou¾ek matematiky

12. pøíklad

�

Uva¾me body A = [0; 0℄, B = [0; 1℄, C = [1; 0℄, D = [1; 1℄. Na zaèátku máme

body A, B a C. Bod X obsadíme tak, ¾e vezmeme dva obsazené body a jeden zobrazíme ve

støedové soumìrnosti podle druhého, èím¾ získáme X. Mù¾eme takto obsadit bod D?

13. pøíklad

�

Na nekoneèné ètverové síti hrajeme solitér: Na zaèátku máme na n� n prùseèííh

rozmístìny dámové kameny, v ka¾dém tahu mù¾eme pøeskoèit libovolným kamenem nìjakého jeho

souseda (jen vodorovnì nebo svisle), toho odstranit a pøeskakujíím kamenem dopadnout na políèko

za kamenem pøeskakovaným (to musí být volné). Pro která n mù¾eme vyhrát, tj. doílit stavu, kdy

zbyde jediný kámen?

14. pøíklad

��

Obdélník O je rozdìlen na koneènì mnoho obdélníkù O

1

, : : : , O

n

. Pokud ka¾dý

z obdélníkù O

i

má eloèíselnou stranu, tak i obdélník O má eloèíselnou stranu. Doka¾te!

15. pøíklad

�

Výstavní síò má pùdorys ve tvaru (ne nutnì konvexního) n-úhelníka. Najdìte o

nejmen¹í poèet hlídaèù, kteøí ka¾dou takovou síò ohlídají (hlídaè je bod, který vidí na v¹ehny

strany).

16. pøíklad Ètvere 7 � 7 je pokryt ¹estnáti dílky 3 � 1 a jedním 1 � 1. Kde v¹ude mù¾e být

dílek 1� 1?

17. pøíklad Lze do kryhle 6� 6� 6 umístit 53 ihel velikosti 1� 1� 4 (þrovnobì¾nì se stìnami

kryhleÿ)?

18. pøíklad

�

Ètvere 23� 23 je vyplnìn ètveri 1� 1, 2� 2 a 3� 3. Kolik nejménì ètverù 1� 1

potøebujeme?

19. pøíklad Na kryhli vyznaèíme vrholy, støedy stìn a stìnové úhlopøíèky. Mù¾eme projít ka¾dý

z vyznaèenýh bodù právì jednou, smíme-li mezi nimi pøeházet jen po vyznaèenýh úhlopøíèkáh?

20. pøíklad

�

Na ¹ahovnii 4�n neexistuje uzavøená esta jezdem, která by proházela ka¾dým

políèkem právì jednou. Doka¾te.
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Pøíklady | zkoumání obarvení ad.

21. pøíklad

�

V rovinì jsou dány dva body O 6= A. Pro ka¾dý bod X 6= O v rovinì oznaème

�(X) velikost orientovaného úhlu AOX mìøeného v radiáneh proti smìru hodinovýh ruèièek

(0 � �(X) < 2�) a C(X) kru¾nii se støedem O a polomìrem jOXj+

�(X)

jOXj

. Pøedpokládejme, ¾e

ka¾dý bod roviny je obarven jednou z koneèného poètu barev. Doka¾te, ¾e existuje bod X, pro

který je �(X) > 0, a pøitom jeho barva se vyskytuje na kru¾nii C(X).

22. pøíklad

�

Ka¾dý bod roviny je obarven èervenì nebo modøe. Uka¾te, ¾e existuje obdélník,

jeho¾ v¹ehny vrholy mají tuté¾ barvu. Zobenìte.

23. pøíklad

�

Ka¾dý bod prostoru je obarven èervenì nebo modøe. Uka¾te, ¾e existuje ètvere se

stranou délky 1, který má v¹ehny vrholy modré, nebo alespoò tøi vrholy èervené.

24. pøíklad Body roviny jsou obarveny dvìma barvami. Doka¾te, ¾e alespoò jednou z barev jsou

obarveny dvojie bodù v libovolné vzdálenosti. Tuté¾ úlohu øe¹te v prostoru se tøemi barvami.

25. pøíklad Libovolnýh n bodù v rovinì (kde n � 5) je mo¾no obarvit dvìma barvami tak, ¾e

není mo¾no pøímkou oddìlit body jedné barvy od bodù barvy druhé. Doka¾te.

26. pøíklad Body roviny jsou obarveny tøemi barvami. Doka¾te, ¾e nìjaká úseèka délky 1 má

oba kone obarvené tou¾ barvou.

27. pøíklad

�

Vrholy pravidelného 2n-úhelníka jsou rozdìleny do n dvoji. Doka¾te, ¾e je-li n =

4m + 2 nebo n = 4m + 3, tak nìkteré dvì dvojie urèují stejnì dlouhé úseèky.

28. pøíklad

�

Obdélník 6 � 6 je vydlá¾dìn dominy 2 � 1. Doka¾te, ¾e má alespoò jednu þèáru

zlomuÿ (tj. pøímku, která dìlí ètvere na dvì èásti, ale neprotíná ¾ádný dílek domina). (Poznámka:

obdélník m�n mù¾e být vydlá¾dìn bez èáry zlomu, právì kdy¾ alespoò jedno z èísel m, n je sudé,

obì jsou alespoò pìt a nejsou obì rovna ¹esti.)

29. pøíklad Rovina je obarvena dvìma barvami. Doka¾te, ¾e existuje rovnostranný trojúhelník,

jeho¾ v¹ehny vrholy mají stejnou barvu. Øe¹te té¾ pro sféru místo roviny.

30. pøíklad Kolik nejménì políèek v obdélníku m� n je potøeba zabarvit, aby na volná políèka

ne¹lo polo¾it trimino L?

31. pøíklad Pøirozená èísla jsou obarvena èernobíle. Souèet libovolnýh dvou rùznì obarvenýh

bodù je èerný, jejih souèin bílý. Jaký je souèin dvou bílýh èísel? Najdìte v¹ehna taková obarvení!

Pou¾itá literatura. Vìt¹ina pøíkladù je opsána ze skvìlé knihy Arthur Engel: Problem-Solving

Strategies, Springer 1998.
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