Barevné dikazy

ROBERT SAMAL — 2. MAJE 2001 N

Priklady — pouzZiti obarveni

Polymina. Ve ¢tvercové siti vyzna¢ime k ¢tverci, které ,,drzi pohromad&“ (po vystfiZeni z papiru
tvofi jeden celek, ktery nikde nedr#i jen za roh). Takovému ttvaru fikdme polymino velikosti k, pro
k=2, 3, ... dostdvdme domino, trimino, tetramino, ... Nakreslete si vSech pét rtiznych tetramin
— s trochou fantazie pochopite, kterému budeme fikat I, L, T, O, S.

1. pt¥iklad~ Je moZno z pé&ti tetramin (od kazdého druhu jednoho) vytvofit obdélnik?

2. pFiklad Lze pokryt Sachovnici 8 X 8 pomoci patnécti tetramin T a jednoho tetramina O?

3. pFiklad Lze pokryt obdélnik 10 x 10 pomoci 25 tetramin I?

4. pf¥iklad Obdélnikova podlaha je vydldzdéna dlazdickami 2 X 2 a 1 X 4. Jednu z nich rozpustily
Pavel rozbil, nastésti madme v zasobé jednu dlazdicku druhého typu. Muzeme dlazdicky preuspoira-

dat tak, aby byla podlaha pokryta?

5. piiklad~ Sachovnici 8 x 8 je mo#no vyplnit dominy 2% - 9012 = 12988816 zptisoby. Kolika
zpusoby lze vyplnit S8achovnici, z niZ jsme vy¥izli dva protilehlé rohy?

6. pfiklad* Z obdélniku n X n vyfizneme vSechny ¢tyfi rohy. Pro kterd n je moZno tento Gtvar
pokryt tetraminy L?

7.pfiklad Je moZno vyplnit krychli 10 x 10 X 10 pomoci 250 cihel 1 x 1 x 47

8. pfiklad* Obdélnik a x b lze pokryt obdélniky 1 X n pravé tehdy, kdyZ n|a nebo n|b. Kdy jej
l1ze pokryt obdélniky m X n?

9. pfiklad* Jeden z rohd obdélniku (2n+1) X (2n+1) je vyFiznut. Pro kterd n lze pokryt zbyvajici
étverce dominy 2 X 1, z nichZ polovina je vodorovné a polovina svisle?

10. p¥iklad* Na jedno z policek ¢tverce 5 X 5 napiSeme —1, na ostatnich 24 poli¢ek +1. Jednim
tahem miiZeme zménit znaménko u vSech &isel v n&jakém &tverci a X a (pro a > 1); chceme docilit
toho, aby na vSech poli¢kich byla +1. Kde mtze na zacatku byt —1, aby to bylo mozné?

11. pf¥iklad Na kaZzdém poli¢ku Sachovnice 9 x 9 sedi beruska. V jeden okamzik kazda beruska
preleze na jedno z poli¢ek, které s tim ptvodnim sousedi rohem. Nékterd poli¢ka ztistanou volna.
Jaky je nejmensi moZny pocet volnych poliéek. (Mimochodem, jaky je primérny pocet, pokud
berugky lezou ndhodné?)



KrouzZek matematiky

12. p¥iklad~ Uvazme body A = [0,0], B = [0,1], C = [1,0], D = [1,1]. Na za4tku mame
body A, B a C. Bod X obsadime tak, Ze vezmeme dva obsazené body a jeden zobrazime ve
stFfedové soumérnosti podle druhého, ¢im7 ziskdme X. MuZeme takto obsadit bod D?

13. p¥iklad* Na nekonelné Etvercové siti hrajeme solitér: Na za¢dtku mame na n X n pruseéicich
rozmistény ddmové kameny, v kazdém tahu muZeme preskoéit libovolnym kamenem néjakého jeho
souseda (jen vodorovné nebo svisle), toho odstranit a pfeskakujicim kamenem dopadnout na poli¢ko
za kamenem pfeskakovanym (to musi byt volné). Pro kterd n miZeme vyhrét, tj. docilit stavu, kdy
zbyde jediny kdmen?

14. p¥iklad** Obdélnik O je rozdélen na konein& mnoho obdélnikii Oi, ..., O,. Pokud kazdy
z obdélnikit O; mé celodiselnou stranu, tak i obdélnik O m4é celoéiselnou stranu. DokaZzte!

15. p¥iklad* Vystavni siii ma ptdorys ve tvaru (ne nutn& konvexniho) n-tihelnika. Najdéte co
nejmensi pocet hlidacd, ktefi kazdou takovou siii ohlidaji (hlida€ je bod, ktery vidi na viechny

strany).

16. p¥iklad Ctverec 7 x 7 je pokryt Sestnicti dilky 3 x 1 a jednim 1 x 1. Kde vSude miZe byt
dilek 1 x 1?

17. p¥iklad Lze do krychle 6 x 6 x 6 umistit 53 cihel velikosti 1 x 1 x 4 (,rovnob&zné& se st&nami
krychle®)?

18. p¥iklad* Ctverec 23 x 23 je vyplnén &tverci 1 x 1, 2 x 2 a 3 x 3. Kolik nejméné& &tvercii 1 x 1
potfebujeme?

19. pfiklad Na krychli vyznaéime vrcholy, stfedy stén a sténové thlopficky. MtZeme projit kazdy
z vyznacenych bodi pravé jednou, smime-li mezi nimi pfechézet jen po vyznacenych thlopfickich?

20. pfiklad* Na Sachovnici 4 X n neexistuje uzaviend cesta jezdcem, kterd by prochdazela kazdym
poli¢ckem pravé jednou. Dokazte.
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Barevné dikazy

Priklady — zkoumani obarveni ad.

21. pfiklad* V roviné jsou dany dva body O # A. Pro kazdy bod X # O v roviné oznafme
a(X) velikost orientovaného thlu AOX méfeného v radidnech proti sméru hodinovych rudicek

(0 < a(X) < 27) a C(X) kruznici se stiedem O a polomérem |OX| + £453.
kazdy bod roviny je obarven jednou z konefného poctu barev. DokaZte, %e existuje bod X, pro

ktery je a(X) > 0, a pfitom jeho barva se vyskytuje na kruZnici C(X).

Piedpokladejme, Ze

22. p¥iklad* Kazdy bod roviny je obarven Cervené nebo modie. Ukazte, Ze existuje obdélnik,
jehoz vSechny vrcholy maji tutéz barvu. Zobecnéte.

238. p¥iklad~ Kazdy bod prostoru je obarven Eervené nebo modfe. Ukazte, Ze existuje ¢tverec se
stranou délky 1, ktery mé vSechny vrcholy modré, nebo alespon t¥i vrcholy Cervené.

24. pf¥iklad Body roviny jsou obarveny dvéma barvami. DokaZte, Ze alesponi jednou z barev jsou
obarveny dvojice boda v libovolné vzdélenosti. Tutéz tlohu feSte v prostoru se tfemi barvami.

25. piiklad Libovolnych n bodd v roving (kde n > 5) je moZno obarvit dvéma barvami tak, Ze
neni mozno pfimkou oddélit body jedné barvy od boda barvy druhé. DokaZte.

26. pfiklad Body roviny jsou obarveny tfemi barvami. DokaZte, Zze néjakad tsecka délky 1 ma
oba konce obarvené touz barvou.

27. pf¥iklad* Vrcholy pravidelného 2n-tihelnika jsou rozdéleny do n dvojic. Dokazte, Ze je-li n =
4m + 2 nebo n = 4m + 3, tak nékteré dvé dvojice urcuji stejné dlouhé tsecky.

28. pfiklad* Obdélnik 6 X 6 je vydldzdén dominy 2 x 1. Dokazte, Ze m& alespon jednu ,éaru
zlomu* (tj. pfimku, kterd déli étverec na dvé ¢asti, ale neprotind 7adny dilek domina). (Pozndmka:
obdélnik m X n mazZe byt vydlazdén bez ¢ary zlomu, pravé kdyz alespoii jedno z Cisel m, n je sudé,
obé jsou alespoii p&t a nejsou ob& rovna Sesti.)

29. pfiklad Rovina je obarvena dvéma barvami. Dokazte, Ze existuje rovnostranny trojahelnik,
jeho# vSechny vrcholy maji stejnou barvu. Reste té% pro sféru misto roviny.

30. pfiklad Kolik nejméné poli¢ek v obdélniku m X n je potfeba zabarvit, aby na volna poli¢ka
neslo polozit trimino L?

31. pfiklad Pfirozend ¢isla jsou obarvena €ernobile. Soudet libovolnych dvou ruzné obarvenych
bodu je Cerny, jejich soudin bily. Jaky je soudin dvou bilych &isel? Najdéte vSechna takovd obarveni!

PouzZita literatura. Vétsina piiklada je opsidna ze skvélé knihy Arthur Engel: Problem-Solving
Strategies, Springer 1998.
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