Dukazové metody v teorii Cisel
| Michal ,,Kenny* Rolinek

ABSTRAKT. Prispévek nejen ukazuje klasickd tvrzeni z elementarni teorie ¢isel,
ale predevsim ukazuje obvyklé postupy pfi jejich pouzivani, a to pfevazné na
ulohéach olympiadniho typu. Dohromady obsahuje 45 piikladd, z nichz 6 je pfimo
z mezinarodnich olympidd a mnoho dalsich je pfevzato z prestiznich domacich ¢i
zahranicnich soutézi.

Teorie ¢isel je patrné nejrozsahlejsi a téz i nejobtiznéjsi oblast olympiddnické
matematiky. Ziskat v ni orientaci je o mnoho naro¢néjsi nez napiiklad u geometrie,
nebot mnoho bé&znych tvah ptsobi v prvni chvili velmi nezvykle. Tato prednaska
ma za cil pocateéni nediivéru prekonat a pomoci ziskat vhled i do temnych zékouti
této kralovské discipliny.

Umluva. Vsechny proménné v dalsim textu jsou z oboru celych ¢isel, nebude-li
feceno jinak.

Zéklady délitelnosti

Tvrzeni. (Zasadni!)  Pro délitelnost zavddime symbol a | b, ktery ¢teme ,a déli
b“. Plati pro néj nasledujici tvrzeni.
(i) Pokud je p prvocislo, pak plati implikace p | ab=p|aV p|b.
(ii) Pokud d | a,d | b, pak d | ka + lb.
(iii) Pokud a | b, pak |a| < |b] (Casto dokonce 2|a| < |b] atd.).

Tvrzeni. Necht a,b jsou celd disla. Jejich nejvétsi spolecny délitel d znacdime
(a,b) a plati, Ze d je nejmensi nezdporné ¢islo, které lze zapsat ve tvaru ka + b,
kde k al jsou celd ¢isla. Téz plati (a — b,b) = (a,b), diky ¢emuz Ize (a,b) snadno
vypocitat (tento postup se nazyva Euklidiv algoritmus).

Definice. Nejmensi spoleény nasobek pfirozenych ¢isel a, b budeme znaéit [a, b].
Definice. Cisla a, b nazveme nesoudélnd, pokud (a,b) = 1.
Piiklad 1. Cisla a,b jsou nesoudélna. Rozhodnéte, co vite o soudélnosti nasle-
dujicich dvojic ¢isel.
(i) a+b,adb

(ii) a®+ %, ab

(iii) a +b,a—b

(iv) 0, (a+1)°

KLiGOVA SLOVA. Mald Fermatova véta, Cinska zbytkova véta, kongruence, délitelnost, p-
valuace, fad prvku, teorie Cisel
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Priklad 2. Naleznéte vSechna pfirozend d¢isla, kterymi lze kratit néktery ze
zlomkd tvaru

3p—4q

5p+2q’
kde p a ¢ jsou nesoudélna celé cisla. (Skolni kolo MO 2008)
Priklad 3. Ukazte, Ze zlomek

2In+4

14n +3
je v zakladnim tvaru pro kazdé n € N. (IMO 1959)

Priklad 4. Urcete vSechna celd kladna ¢isla m, n takova, ze n déli 2m — 1 a
zaroveii m déli 2n — 1. (Krajské kolo MO 2009)

Priklad 5. Pro pfirozena ¢isla a, b, ¢ plati
a+b+c|abe.

Ukazte, ze a + b + ¢ je slozené ¢islo.

Priklad 6. Pro kterd cela ¢isla n je vyraz

nd—3
n—3

celodiselny. (Naboj 2007)

Priklad 7. Zjistéte, pro kterd pifirozena ¢isla a, b je hodnota podilu

2 4+ab+a+b—1
a?+ab+1

rovna celému éislu. (Celostatni kolo MO 2008)

Priklad 8. Ukazte, ze pokud je p takové liché prvocislo, ze i 2p + 1 je prvoéislo,
pak existuji pravé ¢tyfi prirozena Cisla k takova, ze
20+ k| 2p + k2.
(Variace na celostatni kolo MO 2008)
Priklad 9. Najdéte vSechny dvojice pFirozenych Cisel x,y takové, Ze
2

TY
Tty

je prvodislo. (Doméci kolo MO 2008)
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Rozklady, rozklady, rozklady!

Pfirozena cisla maji z hlediska nasobeni velmi zajimavou strukturu. Vsechna jsou
postavena ze zakladnich kament, kterym se fika prvocisla. Pti feSeni tloh byva
casto klicové si prvociselné rozklady predstavovat a umeét s nimi pracovat. Na-
priklad budeme-li dokazovat, ze a = b, ¢asto bude vyhodnéjsi ukazat, Ze maji ve
svych rozkladech vSechna prvocisla ve stejnych mocninach. Podobné pak muzeme
ukazovat, ze a | b atd.

Tvrzeni. Kazdé prirozené Cislo Ize jednoznac¢né rozlozit na soucin prvocisel nebo
jejich mocnin.

Definice. Bud n pfirozené ¢islo. Pak je pro kazdé prvocislo p jednozna¢né urceny
exponent v prvoéiselném rozkladu ¢isla n. Tento exponent budeme oznacovat v, (n)
a fikat mu p-valuace ¢isla n. Pokud (p,n) =1 je vp(n) = 0.

Tvrzeni. Pro libovolna pfirozena cisla a, b plati

(i) vp(ab) = vp(a) + vy(b)
(i) vp(a+b) = min{v,(a),v,(b)}
(iii) Pokud vp(a) # vp(b), pak dokonce vy(a + b) = min{v,(a), vy(b)}.
(iv) vp((a,b)) = min{vy(a), v,(0)}
(v) vp([a, b]) = max{v,(a), vp(b)}

Priklad 10. Ukazte, ze plati (a,b) - [a,b] = ab.

Priklad 11. Dokazte, Ze pro libovolné pfirozend ¢isla a, b, ¢ plati

[a,b, ] (a,b,¢)

[a,b] - [b,c] - [c,;a] — (a,b)-(b,c)-(c,a)’

(USAMO 1972)
Priklad 12. Pfirozena éisla a, b, ¢, d spliuji ab = cd. Ukazte, ze plati
(a,c) - (a,d) =a-(a,b,c,d).
(Polskda MO, Mecz 2009)

Priklad 13. Necht a1,ao,...,a,b1,ba,...bx jsou pfirozend &isla, kterd spliuji
(a;, ;) = 1 pro kazdé i € {1,2,...,k}. Déle bud m = [by, ba,...,bx]. Ukazte, Ze
plati

(alm asm apm

b b b ):(al,ag,...,ak).

(IMO shortlist 1974)

Priklad 14. Na tabuli jsou napsana pfirozena ¢isla aq,aq,...a,. V jednom
kroku vybereme dvé &isla a;,a; takovd, ze ¢ < j a po fadé je nahradime &isly
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(@i, a; ), [ai, a;]. Ukazte, ze po koneéném poctu krokt dospé&jeme do stavu, ktery
takto uz neptijde zménit. (Putnam 2009)

Finta na faktoridly

Nejlépe vyuzijeme vlastnosti p-valuaci pfi manipulaci s délitelnosti faktoriala a
kombinacnich ¢isel. Vétsinu prace za nas odvede nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. Bud n prirozené ¢islo. Pak plati
n n n— s,(n)
1 = — —_ e = 71)
vp(n!) LUJ + LUQJ + b1
kde sp(n) je ciferny soucet ¢isla n zapsaného v soustavé o zakladu p.
Priklad 15. Urcete kolika nulami kon¢i ¢islo 2010!.
Priklad 16. Ukazte, ze n! neni délitelné 2™ pro zadné prirozené ¢islo n.
Priklad 17. Dokazte, Ze plati
) <<m>) ~ y(n) + 0, (m —n) — v, (m)
- = .

n p—1

Priklad 18. Bud p libovolné prvodislo. Najdéte vSechna prirozend éisla n takova,
e p déli (}}) pro kazdé k € {1,2,...,n — 1}. (PraSe 26-MySmas)

Priklad 19. Pro kazdé prirozené ¢islo plati

(n+1)- K@(T)(Zﬂ =[1,2,...,n+1].

DokaZte. (Rumunsko TST 1990)

Priklad 20. Naleznéte nejvyssi mocninu dvojky, ktera déli

2n+1 on
(o)~ ()
(IMO shortlist 2007)

Zbytky a jejich chovani

Definice. Skute¢nost, ze p | a — b budeme znacit a« = b (mod p) a Fikat a je
kongruentni s b modulo p.

Tvrzeni. Kongruence o stejném modulu Ize s¢itat, odecitat a nasobit.
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Definice. Bud p prvoéislo. Mnozinu {0,1,...,p — 1} budeme nazjvat tplnou
sadou zbytkt.

Tvrzeni. Nenulovym nasobkem uplné sady zbytku je uplné sada zbytki. Na-
sobkem médme na mysli mnozinu {0, k,2k,..., k(p — 1)}.

Tvrzeni. (,,Zbytky lze délit!“)  Bud p prvodislo a a € Z takové, ze (a,p) = 1.
Pak pravé jedno existuje b € Z,0 < b < p, ze ab=1 (mod p).

P¥iklad 21. Naleznéte viechny dvojice prvocisel p, g takové, ze p+¢q = (p—q)>.
(Ruskd MO 2001)

Priklad 22. Ukazte, ze kazdé prvocislo ma nekoneéné mnoho nasobkii, jejichz
poslednich 10 cifer je rdznych.

Tvrzeni. (Cinska zbytkova véta) — Necht my,ma, ... my jsou po dvou nesoudélna
Cisla. Pak soustava kongruenci

x =ap (mod mq)

8
Il

= ay (mod my)

x = ai (mod my)

ma pravé jedno Feseni modulo mims ... my.

Priklad 23. Rozhodnéte, zda existuje nekoneénd mnozina K C N takové, ze
kdykoliv p je prvoéislo a k € K, pak p? + k je sloZené.

Priiklad 24. Necht n je kladné celé ¢islo a aq,...,ar (kK > 2) jsou navzdjem
riizné celd ¢isla z mnoziny {1,...,n} takova, ze pro kazdé i = 1,...,k — 1 je ¢islo
a;(a;41 —1) délitelné n. Dokazte, Ze ¢islo ar(a1 —1) neni délitelné n.  (IMO 2009)

Priklad 25. Je dano pfirozené ¢islo n. Ukazte, Ze existuje n po sobé jdoucich
¢isel takovych, ze kazdé z nich je délitelné alespon dvéma riznymi prvocisly.

Priklad 26. Dokaite, Ze existuje prirozené ¢islo n takové, Ze pro libovolné celé
¢islo k nema4 ¢islo k? 4+ k + n zadného prvociselného délitele mensiho nez 2008.
(Mezindrodni stfetnuti ¢esko-slovensko-polské 2008)

Priklad 27. Ukazte, Ze existuje nekoneéna rostouci posloupnost prirozenych ¢isel
an takova, ze kdykoliv k > 0, pak posloupnost b,, = k + a,, obsahuje jen konec¢né
mnoho prvodisel. (Ceska MO 1997)

Priklad 28. Rozhodnéte, zda existuje posloupnost obsahujici kazdé pfirozené
¢islo praveé jednou takova, aby soucet jejich prvnich k ¢lent byl délitelny k, kdykoliv
keN. (Ruska MO 1995)
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Priklad 29. Ukaite, Ze existuje pfirozené ¢islo k takové, ze k - 2™ 4 1 je slozené
pro kazdé n € N.

Umociiovani a Mala Fermatova véta

vz

Nejtézsi ilohy z teorie ¢isel jsou ty, v nichz se délitelnost micha s umocnovanim a
sCitanim. Krom trosky potfebné teorie o tom, jak se ¢isla pfi umoctiovani chovaji,
je potfeba hlavné celkova orientace a nadhled. Ukazme si, o¢ jde.

Tvrzeni. (Mald Fermatova) Bud p prvocislo a n ¢islo s nim nesoudélné. Pak
nP~1 =1 (mod p).

Tvrzeni. Bud p prvodislo a n ¢islo s nim nesoudélné. Pak existuje nejmensi
prirozené ¢islo r takové, Zzen” =1 (mod p). VSechna ostatni ¢isla s touto vlastnosti
jsou jeho nasobky. Cislo r pak budeme nazjvat fddem prvku n modulo p a znadit
r = ordy(n).

Tvrzeni. Pokud n® =1 (mod p) a zdroveii n® = 1 (mod p), pak téz n(*? =1
(mod p).

Priklad 30. Ukazte, ze kdykoliv je p prvocislo a a, b pfirozena ¢isla, pak p | abP —
— ba®.

Priklad 31. Ukazte, Ze pro rizné prvocisla p, ¢ plati
pT +¢P =1 (mod pq).
Priklad 32. Bud p > 3 prvodislo. Pak ukazte, Ze
p| 2P 243772 46772 — 1.

(IMO 2005)

P¥iklad 33. Bud p prvocislo tvaru 4k + 3. Plati, ze p | a® + b2, kde a,b € N.
Ukazte, ze pak ip | a,p | b.

Priklad 34. Bud p prvocislo tvaru 3k + 2. Plati, Ze p | a®> + ab+b?, kde a,b € N.
Ukazte, Ze pakip|a,p| 0.

Priklad 35. Ukazte, ze
(n® +1,n° +1) | n®® 41,

kde a, b, n jsou prirozena Cisla.

Priklad 36. Bud p prvocislo a g pfirozeny délitel ¢isla 2P — 1. Ukazte, ze p | ¢—1.
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Piiklad 37. Bud p prvodislo a n, g pfirozena ¢isla takova, Ze ¢ | (n + 1)P — nP.
Ukazte, Ze p | ¢ — 1. (Vybérko 2007)

Piiklad 38. Prvocislo p déli n-té Fermatovo &islo 22" +1. Ukaite, ze 271 | p—1.

Priklad 39. Najdéte vSechny dvojice prvocisel p, ¢ takové, ze

p%+ 120037 +1,
q* 4120037 + 1.

(Gabriel Dospinescu)

Priklad 40. Naleznéte vSechny trojice prvoéisel p, ¢, r spliiujici soustavu délitel-
nosti

pla"+1 gl +1,7[pT+1.

(USA TST 2003)

Zavérecny naklep!

v vevs

Nejobvyklejsi metody jsou jiz probrany a nastal ¢as feSit ty nejobtiznéjsi tlohy
z olympiddni teorie ¢isel. Drzte si klobouky!

Tvrzeni. Bud p liché prvocislo a A, B prirozena Cisla, ktera nejsou délitelnd p,
a plati p | A — B. Pak pro kazdé pfirozené n plati
vp(A" — B") = vp(n) + vp,(A — B).

Priklad 41. Budte a,b,c pfirozend ¢isla takova, ze ¢ | a© — b°. Ukazte, Ze pak

= (AMM)

Priklad 42. Ukazte, Ze pro kazdé ptirozené n je ¢islo n! délitelem ¢isla
(2" — 29 (2™ —2Y) ... (2" —2n 7).

Priklad 43. Pro pfirozend ¢isla a, b plati, ze a™ +n | b™ + n pro kazdé n € N.
Ukazte, ze a = b. (IMO shortlist 2005)
P¥iklad 44. Najdéte viechna piirozend ¢isla, pro néz n? | 2" + 1. (IMO 1990)

Priklad 45. Necht p je prvocislo. DokaZte, Ze existuje prvodislo g takové, Ze pro
zaddné prirozené ¢islo n neni n? — p délitelné q. (IMO 2003)
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