Dokonala cisla

RADO VAN SVARC

ABSTRAKT. Tzv. dokonald cisla, tj. ¢isla, ktera jsou rovna souctu svych déliteln,
fascinovala matematiky jiz od starovéku. V prispévku je uvedeno nékolik znamyjch
tvrzeni jak o dokonalych ¢islech obecné, tak specificky o sudych a lichych dokonalych
¢islech.

Definice. Jako funkci o(n) budeme znacit soudet vsech déliteli ¢isla n véetné n.
Napiiklad 0(1) =1, 0(2) =14+2=3,0(12) = 1+2+3+4+ 6 + 12 = 28.
Definice. Dokonalym éislem nazveme takové ¢islo n, pro které o(n) = 2n. Jinymi
slovy, dokonala ¢isla jsou soucty svych délitelt mensich nez ona sama. Napiiklad 6
je dokonalé ¢islo, protoze Sestku déli 1, 2, 3 a 6, pfiCemz 6 = 1 4+ 2 + 3, nebo téz
o(6)=14+2+3+6=12.

Tvrzeni. Pro dvojici nesoudélnych pfirozenych ¢isel x a y plati o(zy) = o(z)o(y).
Této vlastnosti se iika multiplikativita .

Tvrzeni. Pro dokonalé ¢islo n plati
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Dausledek. Pokud m an jsou dokonald ¢isla, pak m t n.
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Suda dokonala Cisla

Véta. (Eukleides) Pokud 2P — 1 je prvocislo, pak 2P~1(2P — 1) je dokonalé ¢islo.

Vé&ta. (Euler) Pokud n je sudé dokonalé ¢islo, tak se da zapsat jako 2P~1(2P — 1),
kde 2P — 1 je prvocislo.

Uloha. Rado nasel sudé dokonalé ¢islo n vétsi nez 6. Libilo se mu, jak je zapsané,
a tak mu secetl vSechny cifry a jejich soucet si oznacil jako S(n). Poté tuto operaci
zopakoval a dostal S(S(n)). Ukazte, Ze po dostateéné dlouhém opakovani téchto
operaci nakonec dostal jednicku.

Véta. (Heathova) Kazdé sudé dokonalé ¢islo vétsi nez 6 se da zapsat jako soucet
tretich mocnin nékolika riiznych lichych prirozenych cisel.
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DOKONALA CISLA

Intermezzo s Glozkami

Uloha 1. Dokonalé &islo n > 6 je délitelné tiemi. Ukaite, Ze 9 | n.
(Rusko 2000)

Uloha 2. Dokonalé ¢islo n > 28 je délitelné sedmi. Ukazte, ze 49 | n.
(Rusko 2000)

Uloha 3. Necht p je nejmensi prvoéiselny délitel dokonalého ¢&isla n > 6. Potom p
déli n v sudé mocniné. (IMC 2014)

A co licha?

Vé&ta. (Ochem-Rao) Pokud n je liché dokonalé ¢islo, pak n > 101590,

Véta. (Nielsen-Norton) Pokud n je liché dokonalé ¢islo, mé alespori 12 riznych
prvociselnych délitelii. Pokud neni délitelné tfemi ani péti, ma jich alespor 15. Pokud
navic ani sedmicka nedéli n, ma n alespon 27 riznych prvociselnych déliteli.

Véta. (Ochem-Rao) Pokud n je liché dokonalé ¢islo, pak ma alespori 101 prvoci-
selnych déliteltd, kde prvociselné délitele pocitame s nasobnosti.

Véta. (Goto-Tannucci) Pokud n je liché dokonalé ¢islo, pak jeho nejvétsi prvo-
¢iselny délitel méa velikost alespori 107, druhy nejvétsi alespori 10* a tfeti alespori
102.

Véta. Liché dokonalé ¢islo n lze zapsat jako q° - p3® - p3®® - - -pza’“, kde q i e davaji
zbytek 1 po déleni ¢tyfmi.

Véta. (Touchard) Pokud n je liché dokonalé ¢islo, pak budn =1 (mod 12), nebo
n=9 (mod 36).

Véta. (Nielsen) Pokud n je liché dokonalé ¢islo s k riiznymi prvociselnymi déliteli,
pak n < 2%".



