Diskriminant a Cauchy-Schwarzova nerovnost

Davib HRUSKA

ABSTRAKT. Piispévek vychazi z kapitoly z knihy [1] vénované stejné dvojici témat.
Poskytuje ¢asteény tvod do problematiky algebraickych nerovnosti (pofadnym tvo-
dem je pak [3]). Vychézi ze zékladnich vlastnosti kvadratické rovnice, které mimo
jiné vyuziva k dikazu klasické Cauchy-Schwarzovy nerovnosti, jejiz aplikace v zavéru
uvadi.

Kvadraticka (ne)rovnice

Ze skoly vsichni umime vyfesit kvadratickou rovnici, ti z lepsich rodin i kvadratickou
nerovnici. Vychazi se pfi tom ze zndmého

Tvrzeni. Grafem kvadratické funkce f(x) = ax?® + bx + ¢ je parabola s vrcholem
b
2a7

pro zaporné je maximem.

o soufadnicich [— % + c} . Pro kladné a je vrchol minimem funkc¢nich hodnot,

Co byste ale fekli na nasledujici alohu?

Piiklad 1. Dokazte, ze pro z,y € R plati 22 + 92 + 1> zy+ 2 + v.

Reseni. Je to sice nerovnost dvou proménnych, ale presto nam znalosti o kvadra-
tické rovnici (jedné proménné) pomohou. Na nerovnost se podivame jako na nerov-
nici s neznamou x a upravime ji na tvar kvadratické rovnice

P +a(-y—-1)+y*—y+1>0.
Koeficient kvadratického ¢lenu je kladny, takze leva strana je zapornd pouze pro
hodnoty mezi kofeny. Chtéli bychom tedy dokazat, Ze (nezavisle na y) ma nejvyse

jeden (dvojny) kotfen (z geometrického hlediska chceme dokézat, Ze graf nasi funkce
je cely nad osou x). Diskriminant je roven

D=(—y—1° -4y’ —y+1)=-3(y—1)* <0.

Nerovnost tedy plati pro vSechna z a vSechna y.

Uvedeny postup nas zbavil jedné proménné, coz je jisté zjednodusSeni. Vyfteste
nasledujici ptiklady a u tfetiho z nich si uvédomte, ze staci, aby nerovnost byla
kvadratickd v jedné proménné.
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Priklad 2. Pro redlna z,y dokazte nasledujici nerovnosti:
(i) 22 +y* +4 > 2y + 22 + 2y,

(i) 222 +2y% + 1>z +y + 2wy,

(iii) 22y + 422 + 1 > 4ay.
Piiklad 3. Dokazte, ze Cisla a, b, ¢ jsou délkami stran trojihelnika, pravé kdyz
plati

(a2+b2+02)2 >2(a* + "+ ¢*).

Priklad 4. Jsou dédna realna ¢isla xq, xo, .. ., x,. Zjistéte, pro kterd x € R nabyva
vyraz S = (v — x1)* + -+ + (z — x,,)? své nejmensi hodnoty.

Priiklad 5. Pro kladné a, b, ¢ dokaZte nerovnost

6a + 4b + 5¢ > 5vab + 7v/ac + 3V be.

Cauchy-Schwarzova nerovnost

Da se Fict, ze nas dosavadni postup byl ekvivalentni (,,parabola je nad osou x pravé
tehdy, kdyz je jeho diskriminant zédporny*), mizZeme jej proto obratit. Uvazme dvé
n-tice redlnych ¢&isel x1,..., 2, a y1,...,Yn. Vyraz

F(t) = (z1t —y1)? + - 4 (znt — yn)?

je ziejmé nezaporny. Jelikoz je zaroven kvadraticky v proménné ¢, je jeho diskrimi-
nant nekladny: (2z1y; + - + 22,yn)% —4(z2 + -+ 22) (Wi + - +9y2) <0 =

(@i +ad+ - +al) Wi +ys+ o+ ya) = (g + 2oy + -+ Tayn)”.

Prévé dokdzané nerovnost se nazyva Cauchy-Schwarzova a jeji vyuziti (resp. jeji
obecnéjsi verze) vyrazné presahuje téma pirednasky.

Priklad 6. Dokazte nerovnost (a+b+c)(L + 1 + 1) > 9 pro kladné a, b, c.
Piiklad 7. Dokazte také obecné&jsi verzi (a3 + -+ + an)(a—l1 +---+-L)>n? pro
a; € R*.

Piiklad 8. Pro z,y,z € RT dokaZte, Ze plati 1_%1 + ﬁ + ﬁlz > #ﬁz.

Priklad 9. Pro z, y, z realna dokazte 14(z% + 3 + 22) > (2 + 2y + 32)2.

Piiklad 10. Dokazte nerovnost pro z,y,z € R*:
2 2 2
T z rT+y+z
+ L4 >ITITE
y+z z4+2x y+ax 2
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DISKRIMINANT A CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

Cauchy-Schwarzova nerovnost mé dva obzvl4st uZiteéné tvary, s prvnim z nich
jsme se uz v podstaté setkali u posledniho ptikladu.

CS zlomkobijec

Tvrzeni. (CS zlomkobijec) Necht n € N. Dale budte ay,as,...a, nezdporns a
b1,bs,...b, kladna. Pak plati

(al+az+._.+an>><m+m+~~+@>?

by by bp /) by +by+---+ b,

Poznamka. Vsimnéte si, ze jsme podobné jako v nerovnostech ,bez sudych moc-
nin na levé strané“ museli pfidat pfedpoklad o nezdpornosti.
Priklad 11. Budte a, b, ¢, d kladné éisla spliiujici a + b + ¢ + d = 1. Ukazte, ze
plati
a? b? c? d? S
a+b+b—|—c+c—|—d+d—|—a -2

—_

(Irskda MO)

Piiklad 12. Pro a,b,c € RT dokazte nasledujici nerovnost:

a L b n c >§
b+c c+a a+b~ 2

(Nesbittova nerovnost)

Priklad 13. Pro kladn4 éisla a, b, ¢ dokazte nerovnost

a n b n c -1
b+2c c¢+2a a+2b~ 7

(Cesko-slovensko-polské stietnut{)

Priklad 14. Nechf a, b, ¢ jsou kladn4 ¢isla, jejichz souéin je roven jedné. Dokazte,
ze plati

1 n 1 n 1 S §
ad(b+c) bda+c) cAb+a) 2
(IMO 1995)
CS a odmocniny
Tvrzeni. Bud n piirozené &islo a ay,as,...,an,, bi,ba, ..., b, Cisla kladnd. Pak

plati

Vaiby + Vazby + -+ Vapby < V/(ar +az + -+ ag) (b1 + bz -+ by).
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Pi#iklad 15. DokaZte nerovnost /x + 1++/2x — 3++/50 — 3z < 12, pro ta x, pro
ktera ma leva strana smysl.

Piiklad 16. Dokazte nasledujici nerovnosti pro a,b,c € RT:
(i) Vad + vV + V3 < \/(a+b+c)(a®+b2+ ),
(i) Va3 + Vb3 + Ve < /3(a3 + b3 + 3).
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