Diskrétny kalkulus (alebo ako pocitat

sumy)
| Misko Szabados

Urcite ste uz vsetci poculi o derivaciach a integraloch. Tie davaju do savislosti ob-
sah pod grafom funkcie s tym, ako rychlo funkcia rastie. My si ukdzeme analogické
vztahy pre postupnosti a uvidime, ze tym vznikne metdda na ratanie sim.
V prispevku budeme pracovat s postupnostami {s,, }»en & niekedy si rozsirime
indexy aj na zéporné ¢isla (ved preco nie).
Diferencie alias rozdiely

Definicia. Pre postupnost s definujeme postupnost As tak, ze'®
(AS)p, = Snt1 — Sn-

Postupnost As budeme nazyvat diferenciou postupnosti s, alebo jednoducho
rozdielmi postupnosti s. Predtym, ako si ukazeme, ako sa tato operacia sprava na
konkrétnych postupnostiach, uvedieme este definiciu:

Definicia. Pre k € Ny definujeme k-tu klesajicu mocninu = ako

=gz -1).. . (z—k+1), 22 =1

Sn n nk " c? (Z)

(As)y |1 [knE=L 127 | (c—1)e™ | ("))

Dalsie uzito¢né vztahy dostaneme pre niektoré operacie s celymi postupnostami
s,t. E je operator posunu definovany v poznamke dole!®.

S cS s+t st

As | cAs | As+ At | sAt + EtAs

Cvicenie 1. Uréte diferenciu postupnosti n?, n2", Fibonacciho postupnosti a
nejakej vami obltbenej postupnosti.

Cvicenie 2. Ak4 je k-ta diferencia postupnosti n£? A postupnosti n*?
Cvidenie 3. Roznasobte (z + y)2 a upravte na tvar obsahujiici iba klesajtice

mocniny.

15Vo vysokoskolskej redi by sme povedali, ze A je operator. Ak navyse definujeme operator
posunu (Es)n = sn+1, mdzeme jednoducho pisat As = Es — s.
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Cvicéenie 4. Urcte diferenciu postupnosti 1/n. Viete dodefinovat klesajiicu moc-
ninu pre zaporné ¢isla?

Cvicenie 5. Pomocou viacnasobnych diferencii spocitajte >.;_ (Z)(—l)kk”

Cvicenie 6. Operator rozdielu sme mohli definovat aj inak, konkrétne (Vs),, =
= S, — Sn—1. Akl analogickt funkciu by sme potrebovali namiesto klesajicej moc-
niny, aby sa diferencovanie spravalo pekne?

Sumy

K operétoru diferencie teraz definujeme inverzny operator a (mozno) prekvapivo
zistime, Ze je to klasickd suma. Pozor na to, ze budeme pouZivat znacenie odlisné

od toho klasického.

Definicia. Pre postupnost s ozna¢me Y s Iubovolnti postupnost S, ktoré splia
AS = s. Symbolom EZ s oznacme ¢islo Sy — S,.

Veta. Cislo ZZ s nezavisi na volbe postupnosti S z Y s. NavySe plati

b—1

b
(nasa) Z s = (klasick4) Z Sn

Pojem nasej sumy by bol samotucelny, ak by preii neexistovali zaujimavé vztahy.
. " A b S
V prvom rade sa sprava slusne vodi s¢itaniu: Y, s+ >, s = >_. s. Dalsie vztahy
dostaneme obratenim vztahov o diferencii.
Sn 1 nk A c" (”)

k
kL

(X8 |n+C | Fx +C |27+ C ccj1+c (ki1)+c

Posledny vztah v nasledujucej tabulke sa nazyva sumdcia per partes. Je analo-
gicky integrovaniu per partes a odvodzuje sa zo vzorca pre diferenciu sti¢inu dvoch
postupnosti.

s cs s+t sAt
s |edis [Dos+D 0t | st—> EtAs

Priklad. Vyjadrite fo:O n2".

Riesenie. Polozme s, = n a t, = 2", potom As = 1 a At = 2"™. PouZime per
partes:

D sAt=st—Y EtAs=mn2" - 2" =n2" — 2" = (n —2)2".
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Misko Szabados: Diskrétny kalkulus (alebo ako poéitat sumy)

Uvedomme si ale, ze sme sa dopustili istej nekorektnosti, kedZe na lave] strane
méme postupnost a na pravej ¢islo. To ale lahko napravime tym, Ze vyrazy obsa-
hujtce n stotoznime s prislusnymi postupnostami. Mozeme teda pokracovat:

b kel k+1
@) 3 = S -2 oo
n=0 0

Cvicenie 7. Spoditajte 1-24+2-3+---+(n—1)-n.

Cvicenie 8. Vyjadrite n® pomocou klesajtcich mocnin a odvodte vzorec pre
P28 4.k

Cvicenie 9. Spocitajte 12 — 22+ 3% —42 + ... + (2n — 1)? — (2n)*.

Cvicenie 10. Spoditajte 1-3-54+3-5-7+---4+ (2k—5)-(2k—3)- (2k —1).
Cvigenie 11. Spocitajte 12(7) +22(5) + -+ + n?(7).

Cvicenie 12. Sucet H, =1+ % +- 4 % sa nazyva n-té harmonické ¢islo a ma
mnoho stvislosti s prirodzenym logaritmom. Vyjadrite Y nH,,.
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