Diskrétni spojitost

MATEJ DOLEZALEK

ABSTRAKT. Nepfili§ vtipny vtip o statisticich pravi: ,Vydaji se tfi statistici na lov
a narazi na PraSe. Prvni statistik vystfeli, ale mine zleva. Druhy vystfeli, ale mine
zprava. ,Mame ho!‘, prohlasi nadsené tfeti.“ Tento vtip, vzdor profesi svych protago-
nistd, pomérné vérné popisuje kombinatorickou techniku zvanou diskrétni spojitost:
kdyz veli¢ina dovede byt velka i mald a neumi preskakovat hodnoty uprostied, pak je
musi taky trefit.

Uloha 0. (motiva¢ni) Na rovinné louce se pase 2023 bodovych prasatek. Pastevec
Rado se doslechl, Ze se k louce blizi vlk, ktery chce prasatka sezrat. Samoziejmeé chce
prasatka zachranit, a proto by kolem nich rdd postavil kruhovou ohradu (jiné tvary
neuznava). Zaroven by si ovéem rad naklonil Stésténu na svoji stranu, proto by chtél
nechat pravé 42 prasdtek mimo ohradku, a tim udinit krvavou obétf svému Panu a
Spasiteli Belzebubu. Ukazte, ze takovou ohradku skuteéné umi postavit.

Reseni. Nejprve ukizeme, Ze existuje bod B, na kterém nestoji zadné prasatko
a ktery zaroven nemd k zadnym dvéma prasitkiim stejnou vzdalenost. To plyne
z toho, ze pokud mé bod ke dvéma prasatkim stejnou vzdalenost, potom lezi na
ose usecky, ktera je spojuje. Tim méame ale zakdzany jen koneény pocet (konkrétné
(20223)) pfimek a koneény pocet bodi, coz ndm urcité nepokryje celou rovinu. Proto
bod B s pozadovanymi vlastnostmi vskutku existuje.

Nyni, kdyz jsme hotovi s technikaliemi, pfejdeme na skutecné pouziti diskrétni
spojitosti. Uvazujme kruznici k; se stfedem v B, kterd neobsahuje zadné prasatko (ta
existuje — prosté zvolme polomér mensi, nez je vzdalenost B k nejblizsimu prasatku).
Postupné ji nafukujme, dokud vSechna prasatka nelezi uvniti kruznice. Na zacatku
se mimo kruznici paslo 2023 > 42 prasatek, na konci je to 0 < 42. Protoze pii
nafukovani najednou pfiddme vzdy jen jedno prasétko (protoze B nemé k zidnym
dvéma prasitkiim stejnou vzdalenost), musi jednou uréité nastat takova situace, kdy
se pravé 42 prasatek nachazi mimo ohradku.

Zakladni dlohy

Uloha 1. Dansko a Anglie spolu hraly fotbal. Dansky tym dal celkem osm gélt,
kdezto anglicky pét. Musel béhem utkani existovat okamzik, kdy se pocet goli, které
jiz Anglie dala, rovnal poc¢tu géli, které Dansko jesté da? (PraSe 37-1j-1)

Uloha 2. E.T. k narozeninam dostal krasny kruhovy dort a hned se rozhodl pil-
kruhovou ¢ast z néj vénovat nejlepsimu fesiteli PraSatka. Nez ji ale stihl odkrojit,
Pepa uz dort nakréajel tradi¢nim zptsobem na praveé 4k dilki tak, ze 2k z nich bylo
vétsich (navzdjem stejnych) a 2k mensich (téZ navzajem stejnych). Dokazte, ze E.T.
i tak nasel nékolik sousednich dilkti, které tvorily ptlkruh. (PraSe 33-1j-5)
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Uloha 3. V oboustranné nekoneéné fadé stoji pionyii a zampiény. Je znamo, Ze
v libovolném tseku nékolika vedle sebe stojicich organismi se pocet pionyra a zam-
pidént lisi nanejvys o 1000. Dokazte, ze v néjakém tseku 2000 organismt stoji presné
1000 pionyru a 1000 zampidni. (Italie 2013)

Uloha 4. Nekoneéné posloupnost {a;}°; spliiuje, Ze a; = 1 a pro libovolné pti-
rozené ¢ je rozdil a;y1 — a; roven 0 nebo 1. Vite-li, ze pro jisté n plati a, =
dokazte, zZe existuje m spliujici a,, =

n
1000°
m
500"
Uloha 5. Kazd4 ze stén osmi jednotkovych krychlicek je obarvena modfe, nebo
Cervené, pricemz celkové je modrych stén stejné jako Cervenych. Dokazte, ze krych-

licky lze slozit do jedné krychle 2 x 2 x 2, na jejimz povrchu bude modra barva
zabirat stejnou plochu jako Cervena.

Uloha 6. Ukazte, Ze existuje 1000 po sobé jdoucich pfirozenjch ¢isel, mezi nimiz
je pravé 5 prvocisel. (PraSe 30-1p—4)

Uloha 7. Piirozené ¢&islo n nazveme budovatelské, pokud se da zapsat ve tvaru
n = a® + b pro pfirozend éisla a,b > 1. Dokazte, ze existuje tsek 2014 po sobé
jdoucich pfirozenych ¢isel s pfesné x budovatelskymi cisly

(i) pro z = 2012, (Srbsko 2014)
(i) (tézsi) pro libovolné x € {0,1,...,2014}.

Uloha 8. Je déna rostouci posloupnost piirozengch ¢isel ag,aq,... Dokazte, Ze
existuje pravé jedno prirozené n > 1 spliujici

ap+ar+---+a
a, < 0 ”ganH.
n

(IMO 2014)

Uloha 9. Jsou dana pfirozena &isla p, ¢, n, kde p + ¢ < n, a (n + 1)-tice &isel
(zo,21,...,Zn), Pro niz plati:

(i) g =2, =0.
(ii) Pro kazdé i € {1,...,n} je x; — x;—1 budto p, nebo —q.

Dokazte, ze existuji indexy ¢ < j s (4,7) # (0,n), pro néz plati z; = z;,.
(IMO 1996)

Zaludngj&i dlohy

Diskrétni spojitost neni vzdy tim jedinym, nebo dokonce ani ne tim hlavnim, co
tloha potiebuje. Casto ji potkdme jako jednu z mnoha ingredienci, kterou je tieba
Sikovné kombinovat s né¢im dalsim — tfeba indukci nebo Dirichletovym principem.
Tyto tlohy nefadim nutné podle obtiznosti, spiSe podle spoleénych tématek.
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Uloha 10. V kazdém vrcholu pravidelného 2018tuhelniku sedél rano jeden termit.
Tito termiti byli v néjakém poradi oznaceni ¢isly 1 az 2018 (kazdé ¢islo bylo pouzito).
Jediné, co termiti uméji, je vymeénit si misto se svym sousedem. Vecer se kazdy termit
nachéazel ve vrcholu naproti tomu, v némz zacinal. DokazZte, Ze se nékdy v prubéhu
dne prohodili dva termiti se sou¢tem ¢isel 2019. (PraSe 38-1p-7)

Uloha 11. (t&z81) Méame n éervenych a n modrych karet, na kazdé z nichz je n&jaké

¢islo od 1 do n (¢isla se mohou opakovat). Je vidy mozné vybrat nékolik modrych

a nékolik ¢ervenych karet tak, aby mély modra a ¢ervend skupinka stejny soucet?
(PraSe 40-4j-5b)

Nasleduje par tlozek s posloupnostmi:

Uloha 12. Uvazme posloupnost {a, }2°, takovou, Ze ag = 0. Dali{ ¢leny definujme
néasledovné. Pro pfirozené ¢islo n ozna¢me £, nejvétsi liché ¢islo, které déli n. Pak
polozme a, = a,_1 + 1, pokud ¢,, dava po déleni ¢tyfmi zbytek 1, a a,, = ap_1 — 1,
pokud dava zbytek 3. DokazZte, ze pro kazdé prirozené Cislo m existuje nekonecné
mnoho i takovych, Ze a; = m. (PraSe 39-1j-5)

Uloha 13. Necht p(n) pro pfirozené ¢islo n > 1 znadi nejvétsi prvocislo, které déli
n. Nekoneéna posloupnost {a;}32; splituje a3 > 1 a rekurenci a;11 = a; + p(a;).
Dokazte, ze v posloupnosti {a;} se vyskytuje ¢tverec. (Cina 2020)

Uloha 14. (t&z51) Jsou dany dvé posloupnosti {a, } -, a {b,} -, pfirozengch ¢isel,
pri¢emz pro vSechna pfirozena n je b, rovno soucinu vSech ruznych prvocisel délicich
an. Dale pro vsechna n > 2 plati a,, = a,_1 + b,_1. Dokazte, Ze existuje prirozené
k spliujict §& = 2019. (PraSe 39-2p-7)

Uloha 15. (t&751) Jsou déna nesoudélnd piirozena éisla p, q. Na &iselné ose stoji
klokan, a ponévadz jej bavi skakat, skace si po ¢iselné ose, pricemz se miize pohybovat
doleva ¢i doprava. Vzdy, kdyz skace doprava, skice o vzdalenost p, zatimco pii
poskakovani doleva skace vzdy o g. Po jisté dobé doskace zpatky tam, kde zacal.
Dokazte, ze pro kazdé prirozené Cislo d < p + ¢ existuji dvé dcisla, kterd klokan
navstivil a kterd jsou od sebe vzdalena pfesné d. (iIKS-12—-C6)

A na zavér néco malo z kombinatorické geometrie:

Uloha 16. V roviné je ddano n modr§ch a n Gervenych bod#, pficemz zadné tii
barevné body nelezi na jedné primce. Dokazte, ze lze nakreslit n tsecek spojujicich
modry a Cerveny bod tak, ze zZaddné dvé nebudou mit spole¢ny bod (ani koncovy).

Uloha 17. Necht n > 1 je pfirozené ¢islo. V roviné se pase n bodovjch kravicek
a n bodovych ovedek. Zadna t¥i zvifatka neleZi na jedné pfimce. Balanéni primkou
nazveme piimku prochézejici jednou oveckou a jednou kravickou tak, Ze na kazdé
strané od primky je stejné ovecek jako kravicek. Ukazte, Ze existuji alespon dvé
balanéni pfimky. (USAMO 2005)
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Uloha 18. (téz51) Necht S je mnozina alespon dvou bodt v roving, z nichz z4dné t¥i
nelezi na jedné primce. Vétrngm mlynem rozumime nasledujici proces: Na pocatku
je vybrana néjaka pfimka ¢ prochéazejici pravé jednim bodem P € S. Tato pfimka se
zacne otacet ve sméru hodinovych rucicek se stfedem otaceni P, dokud ,nenarazi“
na dal$i bod mnoziny S, ozna¢me jej (). Pfimka se nadéle otaci ve sméru hodinovych
rucicek, ovsem se stfedem otaceni @@, dokud nenarazi na dalsi bod mnoziny S, a tak
déle. Tento proces neustéle pokracuje (nekone¢né dlouho). Dokazte, Ze 1ze zvolit bod
P € S a primku ¢ prochézejici bodem P tak, Ze jimi zacinajici vétrny mlyn bude
mit kazdy bod z S za st¥ed otaceni nekonecnékrat. (IMO 2011)

Navody
1. Divej se na A — D jako funkci ¢asu. A a D jsou to, co by tak ¢lovék ¢ekal.

2. Posouvej zvolenou 2k-tici dilku a sleduj pocet mensich, které jsou zvolené.

3. Kdyby uloha neplatila, zkonstruujes dlooouhatansky tsek s vétsi pfevahou jednoho organismu,
nez je povolena.

4. Mize ﬁ preskoéit celé ¢islo?

5. Zprvu sloz krychlicky libovolng, pak je otacej, abys doséhl(a) opa¢né (ne)rovnovdhy modré a
¢ervené barvy na povrchu.

6. Na zacatku ciselné osy je prvocisel hodné. Zkonstruuj usek, kde je jich fakt mélo.

7. Usek s mnoha budovatelskymi &isly sestrojis explicitné. Pro ¢ast (ii) odhadni, kolik budovatel-
skych ¢isel mensich nez x muze existovat.

8. Co lze Fict o posloupnosti dn, = ag + a1 + -+ -+ an — nan?

9. BUNO ber NSD(p, q) = 1 a sleduj poéty skokti o p v tisecich délky p + gq.

10. Neprohodivsi se doplikovi termiti museli mit stejnou cestu.

11. Nakresli si tabulku (n + 1) x (n + 1) a zanes do ni souéty ¢asteénych souc¢tt modrych a
Cervenych karet. Rozparcelovanim tabulky na slupky tvaru L kolem jednoho rohu spolu s diskrétni
spojitosti a Dirichletem najdi dvé poli¢ka se stejnym cislem.

12. Odvod agy, na zékladé ay. Z toho pak nahlédni, Ze posloupnost neomezené poroste a nekone¢né
Castokrat se vrati do 1.

An

13. Ukaz, ze posloupnost b, = o)

je neomezena. Pak si mtzes zvolit néjaké sikovné ¢islo, které
by méla trefit.

14. Kdy posloupnost ¢, = ‘;—’7’: roste? Nahlédni jeji neomezenost — to pomuze také ukazat, Ze se
vzdy vrati k 1.

15. Pomoci Bézoutovych koeficientt uréi vhodny pocet skokt a kolik +p skoktt v ném chce$ na-
jit. Technické nesnaze odstrain periodickym nakopirovanim skoki. Kdyby nesla aplikovat diskrétni
spojitost, posloupnost by utikala k +oo.

16. Snaz se vyfesit jednu libovolnou dvojici bodu. Nejde-li to snadno, rozdél tlohu na dvé mensi.

17. Kdyz na konvexnim obalu sousedi ovecka a kravicka, je to snadné. V tézsim pfipadé toc
primkou skrz zviratko na konvexnim obalu.

18. Zvol P, aby byl uprostied ve sméru kolmém na £. Ud€l ¢ orientaci a sleduj, kolik bodu je
béhem otaceni nalevo a napravo od ni.
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