Diofantické rovnice

KuBA SvoBODA

ABSTRAKT. Diofantické rovnice jsou prastarou souc¢asti matematiky. Tento pfispévek
obsahuje nékteré jejich druhy a vybrané postupy feseni téchto rovnic.

Diofantické rovnice je souhrnny nézev pro rovnice, kde nas zajimé prirozené, ce-
loc¢iselné, pripadné racionalni feseni. Na diofantické rovnice neexistuje zadny obecny
trik, ale kolem jejich feSeni je rozvinuta zajimavéa teorie. Z mnoziny existujicich dio-
fantickych rovnic si vybereme ty, které se spise objevuji v olympiadach a maji hezké
a pochopitelné feSeni.

Rozklad na soucin

Pri rozkladani na soucin vyuzivame faktu, ze kazdé cCislo lze rozlozit na prvocisla
nebo ze néktera c¢isla jsou nesoudélna. Potom uz staci jen vyraz vhodné upravit, aby
soucin byl vidét, poté spocitame jen trividlni soustavu rovnic.

Uloha 1. Budte p a ¢ dvé prvoéisla. Vyfeste tuto rovnici v pfirozenych &islech:
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==,
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Uloha 2. Najdéte viechna celoéiselna feseni rovnice 22 + 3z = 3 — 2.

Uloha 3. Najdéte vSechna nezaporna feseni rovnice
ey 1) = ® 1.
Uloha 4. Najdéte vechny trojice p¥irozenych &isel x,y, z takové, ze plati
23 B 2% = Bayz =17

Bonus: Reste rovnici 23 + y3 + 23 — 3zyz = p, kde p je libovolné prvoéislo vétsi
nez 3.
Uloha 5. Vyfeste v N rovnici p — y* = 4, kde p je prvodéislo.

Uloha 6. Najdéte viechny dvojice celjch &isel x,y splitujicich 26 4 323 + 1 = y4.
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Pocitani modulo

Pokud zvladnete zjistit, jaky dava neznamé zbytek po déleni dvéma, uz vam staci
vyzkouSet jen polovinu toho, co jste museli predtim. Nékdy je tato metoda jesté
silngjsi a vysledek vypadne po nékolika tvahach.

Uloha 7. F, je n-té Fibonacciho ¢islo (Fy = 1, F» = 1, Fj, 49 = F 11+ F,). Najdéte
vsechny dvojice a,n € N takové, ze

Fn+F2n+F3n = a'—|—43

Uloha 8. Najdéte viechna m,n € N takova, Ze plati 1! + 2! 4+ 3! 4+ --- + nl = m?2.

Uloha 9. Dokazte, Ze rovnice
z? =3 — 8z + 2°

nema feseni v celych ¢islech.
Uloha 10. Reste v pfirozenych é&slech rovnici a® + b* + ¢ = 1234567.

Uloha 11. Dokaite, Ze rovnice
(x+ 12+ (x+2)%+---+ (z4+2001) = 42

nema TeSeni v celych ¢islech.

Uloha 12. Dokazte, Ze rovnice
-yt =4

nema TeSeni v celych cislech.

Uloha 13. Najdéte vSechny pary piirozenych &isel z, 1, pro které plati

2% — a! = 1996.

Nerovnosti

Vyuzijeme jednoduché tvrzeni, a to, Ze neexistuji z, y a n prirozena tak, ze
yr<a" <(y+1)"

Také muZeme pouzit faktu, ze nékteré nejmensi ¢islo muze byt hodné malé, coz celou
tlohu zjednodusi.

Uloha 14. V N fe$te rovnici 4% + 4a? + 4 = b2.
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Uloha 15. Najdéte viechny trojice (z,v, z) pfirozenych &isel takovych, ze

(ot) o) o)

Uloha 16. Vyieste v ptirozenych é&islech rovnici 3(zy + yz + zx) = 4xyz.
Uloha 17. Najdéte viechny dvojice x,y € Z, pro néz plati 23 + 3° = (z + y)2.

Uloha 18. Najdéte viechna celo¢iselné Feseni rovnice
P+ 1)+ (+2)8+ -+ (2 +7) =y
Uloha 19. Najdéte viechny trojice piirozenych éisel z,y, z, ktera spliuji rovnici
(x+y)?+3c+y+1=22
Uloha 20. Najdéte pfirozena &isla n a ki, ks, . . ., ky takova, ze

ki +ky +ksg+ -+ ky=5n—4,

Fermatova metoda nekonecného sestupu

Tvrzeni. Neexistuje nekonecna klesajici posloupnost pfirozenych cisel.

Tato metoda funguje jednoduse. Misto toho, abychom hledali feSeni, si predsta-
vime, Ze TeSeni uz mame. Pomoci tohoto feseni nalezneme jedno mensi. A pomoci
toho zase dalsi, které je mensi... No a tak dale.

Uloha 21. Najdéte vSechna feseni v nezapornych celych ¢islech rovnice
3 4 23 = 423
Uloha 22. Najdéte vSechny trojice x,y, z € N, které spliiuji rovnici
23 + 3y +92° — 3zyz = 0.
Uloha 23. Najdéte vSechna celoéiselna feSeni rovnice x2 + y? = 722,
Uloha 24. Najdéte vSechna celo¢iselna feseni rovnice 7”;—“2 + 7’;—12 = (z—1)(y—1).

Uloha 25. Vyieste v celych éislech rovnici z# 4 y* + 2% = 9u?.

Uloha 26. Reste v pfirozenych éslech nasledujici rovnici: z2 — y? = 22yz.
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Dalsi alohy
Pokud se vam chce fesit, mtzete, pokud ne, tak to mate na doma.

Uloha 27. Pro kazdé piirozené n > 3 dokazte, ze existuji riizna &isla 1, xo, ... 2,

NV .« o1 1 1 _
splniujici rovnici = + = + + = 1.

Uloha 28. Dokaite, Ze pro kazdé n € N je rovnice 22 + 3% + 22 = 59" Fesitelna
v N.

Uloha 29. (Velkd Fermatova véta pro n = 4) Dokaite, 7ze rovnice z* + y* = 2*

nema feseni v pfirozenych ¢islech.

Navody

1. Co kdybychom po roznasobeni na kazdou stranu piidali p?¢>?
2. Znate dvé po sobé nasledujici ¢isla, které jsou tfeti mocninou?
3. Co kdyby bylo vlevo jen (zy — 6)2?

4. Vyzkousejte, emu se rovna (z +y + 2) (2% + y? + 22 — 2y — zy — x2).
5. Co nam zbude, kdyz dame (y* + 2)2?

6. (2®+1)2+2%+1=9y*+1apotom vyndsobte 4.

7. Néco je liché a néco je sudé. ..

8. Staci najit spravné cislo, kterym modulit.

9. Je jen par moznosti, jaké zbytky mize davat druha mocnina.
10. Zase modulte spravnym ¢islem.

11. Substituujte x =y — 1001.

12. Se znalosti Fermatovy véty je priklad jednodussi.

13. Zase najdéte spravné Cislo.

14. 4% =222 = (2%)2, Kolik je potom (2% + 1)2?

15. Jaké muze byt nejmensi ¢islo, jaké nejvetsi?

16. Vydélte to tak, aby na jedné strané byly jen nezndmé a na druhé c¢isla, a potom
se zase zeptejte, jaké mize byt nejmensi a jaké nejvétsi.

17. Co roste rychleji?

18. Kolik je tam z7 Seviete to mezi dvé tfeti mocniny.

19. Zase seviete mezi dvé druhé mocniny.

20. Tady pouzijte slavné nerovnosti. Bud harmonicky-aritmeticky pramér nebo
Cauchyho-Schwarzovu.

21. Nejjednoduseji, jak to jde.

22. Co treba trojka, jaky zbytek po déleni tfemi dava x?
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Kdyz je tam napsana sedmicka, co kdybych zkusil ji?

Né¢jaké tprava, tieba na z2 4+ zy + y2 = 2292, a potom jsou tam dvé nezndmsé,

tak co tfeba dvéma?

25. Co tieba maly Fermat? Pomize?

26. Tentokrat vyzkousSime obecné p, co déli v pravo, musi délit vlevo.
27. 7 ndhodné nalezeného feseni pro n = 3 pak vyrobime dalsi.

28. Pokud uz mame jeden vysledek, mame ho i pro n + 2.

29. Stadi si uvédomit, ze 2* = (22)2, no a jesté par dalsich véci.
Zdroje

Cerpal jsem zejména z knihy Uvod do diofantickych rovnic od Titu Andreescu.



