Diofantické rovnice
| Vita Kala

Na prednaSce se budeme snazit vyfFeSit néjaké diofantické rovnice. Copak jsou
za¢? Diofantickd rovnice je prosté néjaka rovnice, kterou se snazime vytesit v oboru
celych (obcas ale také pfirozenych nebo racionalnich) éisel. Takovou asi nejslavnéjsi
diofantickou rovnici viibec je Fermatova diofantickd rovnice z" + 3™ = 2". Velka
Fermatova véta, kterou asi pied deseti lety dokazal Andrew Wiles, fika, Ze tato rovnice
pron > 3 nema zadné nenulové reseni. Tuto vétu si na prednasce bohuzel nedokazeme
(a ani to neumim), ale vyfesime spoustu jinych rovnic, které jsou taky zajimavé.
A jesté se pro usporu mista domluvme, Ze pokud nenapi$u jinak, budou vsechna
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pismenka v zadani rovnic znacit cela cisla.

Nékolik zakladnich metod feSeni diofantickych rovnic
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Nejjednodussi situace, kterd muze nastat, je, kdyz mame pouze linearni rovnici,
tedy néco takovéhoto:

a1x1 + a2z + - - + anxn = b,

kde n > 2, a; jsou nenulové parametry, b je taky néjaké dané cislo a x; jsou ne-
znamé, které se snazime vypocist. V této situaci pomoci kongruenci snadno zjistime,
Ze rovnice ma feseni pravé tehdy, kdyz nejvétsi spoleény délitel cisel a; déli ¢islo b.
uplné, ale je aspon linearni vzhledem k jedné z nezndmych (nékolik piikladua takovych
rovnic si mizes prohlédnout v pfikladu 4). Potom neni nic leh¢iho, nez tuto nezndmou
vyjadrit (dostaneme néco jako ax =blablabla, kde a je néjaky nenulovy parametr,
hleddme a blablabla znadi pravou stranu rovnice). Pak uz ubohému éislu a nezbyva
nic jiného nez délit pravou stranu, takze rychle vyresime odpovidajici kongruenci
a mame vyhrano.

No a dost podobné se da vyresit i diofantickd rovnice, kterad neni vylozené linearni
vuci néjaké z neznamych, ale z niz se da jedna z neznamych jednoduse vyjadiit.

Trikem, ktery ti dost casto mize vyrazné usnadnit praci, je zkusit pouzit nerov-
nosti. Vysvétlovat to byt jen trosku teoreticky by byl nesmysl, tak pockej na pred-
nasku ... To jediné, co sem napisu, bude fakt, Ze pokud dostanes nerovnost tvaru
a” < b" < (a+1)", byla by to velkd haluz, kdyby rovnice méla FeSeni. (:

Dalsi z fint, které natukneme, bude zkusit rozlozit jednu ze stran rovnice na soucin
nejlépe navzajem nesoudélnych cisel a vyuzit toho, Ze druhé strana pujde rozlozit
jen nékolika malo zpusoby. To takto teoreticky urcité zase zni Gplné hrozné, ale pfi
pocitani prikladi je to plné jasné ...
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A to by z téch jednoduchych postupt uz pomalu snad mohlo stacit, stejné je
vSechny na prednasce nestihneme ... Obcas se taky da dokazat, Ze rovnice nema
feSeni, Casto pomoci kongruenci — tfeba presné tak jako v 2.1loze 5. série letosniho
ro¢niku PraSatka.

A ted ty drsné zpisoby, k nimZ se (doufam)
dostaneme na druhé a treti pfednasce

Pujde v podstaté o (nejvyse) dva triky, jejichz podstatu zde jen zlehka naznaéim
— psat je porddné by bylo vskutku tnavné jak pro ¢tenaie, tak (a to pfedevsim (: )
pro me.

Ten prvni bude spocivat v tom, Ze si nakreslime obrazek ... Naptiklad feSeni

rovnice a? + 2b2 = 3c¢? napied prevedeme na hledani racionlnich feSeni rovnice
2% + 2y? = 3. Body o soufadnicich (z,y), které splituji tuto rovnici, lezi na né&jaké
elipse. A kdyz chytfe spojime bod (1,1), odpovidajici jednomu z feSeni rovnice, se
skoro jakymkoli bodem o racionalnich soufadnicich, protne vznikld pfimka elipsu
v bodé, ktery je taky racionalnim FeSenim. Nevéfis? Tak piijd na pfednasku a ja
té o tom presvédéim (a kdyz se ti to nebude libit, klidné zvolim i néjaky nasilnéjsi
presvédcovaci prostiedek nez jen dtikaz (: ).
Clovéku by se na prvni pohled mohlo zdat, Ze t¥eba v rovnici y2 +2 = 2 se toho moc
rozlozit neda ... Ale chyba lavky! Pro¢ jednoduse nepsat, ze y? +2 = (y +v/—2)(y —
V=2), a tedy (y++v—=2)(y — vV=2) = 237 A svéte div se, ono se s tim fakt dé celkem
rozumné pracovat a zminénou rovnici tak vyftesit. Tak k tomu se tfeba taky nékdy
dostaneme (a kdyz ne na tomto, tak na n&jakém pristim soustfedku).

Priklad 1. Zkus si rozmyslet, Ze kazdou soustavu diofantickych rovnic jde nahradit
jedinou diofantickou rovnici o stejném poc¢tu neznamych, ktera je s ptivodni soustavou
ekvivalentni (tedy méa pfesné ta feSeni jako piivodni soustava). To znamend, Ze z te-
oretického hlediska se viibec nemusime zajimat o feSeni soustav diofantickych rovnic,
ze si vzdy vystac¢ime s jedinou rovnici.

Piiklad 2. A zkus si taky uvédomit, Ze libovolnou diofantickou rovnici jde prevést
na ekvivalentni rovnici stupné nejvyse ¢tyii (k tomu ale miize§ potfebovat ptidat
néjaké nové neznamsé).

Priklad 3. Zvladnes vytesit nasledujici diofantické rovnice?

a) 11z 4+ 7y = 13

b) 84z — 42y = 35

c) 21la + 51b — 18¢ + 84d = 100
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Prlklad 4. A co tikas na tyto rovnice?
a) x —1ly—4=0
b) 2?2 — 11y —6 =0
) (2 +2)x = 125y — 2
)2 —132% — 13y =2
)2 =3+ 13y
f) 2 ch + 3y =24
g) 2°+y’ = (z—y)°
Priklad 5. Nemohly by se tady hodit néjaké nerovnosti (pro tentokrat budou pis-
mena v druhé pilce abecedy oznacovat pFirozena ¢isla)?
a) + y+2z=u1xyz
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)m —1+y+y +y +y?

) (i +2)* =4 + 5

£) S +28 +2¢ + 22 +1=d?

g)a?+a=bt+03+02+0b

h) £+4+2=3

Priiklad 6. I tyto rovnice je potfeba vytesit! (:

a) 2® —y3 =91

b)x4+2my sla—y2 =7

c)rzy=x+vy

d) 277141 = yz"'1 kde nezname jsou prirozena &isla

e)r+y+z=3, z3 +y +22=3

Priklad 7. Kdyby se nékomu snad jesté chtélo pocitat ...

a) 22+ 2y2 =22, 222 + % =

b) 2 4+5 =13

c) 2° 4+ 5Y = 197

Piiklad 8. Priklady na ty drsnéjsi metody sem asi psat nebudu, téch si kazdy
zvladne vymyslet habadéj (tfeba 5a2 +2b% = ¢ nebo y? +1 = 2P, kde p je prvodislo).
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