Diofantické rovnice

| Jiri Koula

Tato prednéska se, jak nazev napovidéd, bude zabyvat diofantickymi rovnicemi. To
jsou rovnice, u kterych nas zajimaji pouze celociselné feSeni. Spise nez o vybudovani
néjaké ucelené teorie se zamérime na metody, které ndm mohou pf¥i zapoleni s témito
rovnicemi pomoci, a na néktera tvrzeni z této oblasti matematiky, zejména proto, ze
zadné ucelend teorie, kterd by nam dala univerzalni postup na feSeni téchto rovnic,
neexistuje.

Jednou z pouzitelnych zbrani jsou kogruence.

Definice. Necht a,b € Z, m € N. Potom fekneme, Ze a je kongruenini s b pii modulu
m (a piSeme a = b (mod m)) pravé tehdy, kdyz m|(b — a). Jinak Feceno, kdyz po
déleni m davaji a a b stejny zbytek.

Dalsi uzite¢nym postupem je Fermatova metoda nekonecného klesani. Tu pouzi-
jeme v pripadé dikazu neexistence feseni. Myslenka spo¢iva v tom, ze predpokladame
existenci kladného celoc¢iselného feseni a z néj zkonstruujeme néjaké mensi. Toto opa-
kujeme znova a znova, ¢imz dostavame nekonec¢nou klesajici posloupnost pfirozenych
&isel. To je ovSem spor, nebot pfirozena ¢isla jsou dobie usporddand, to znamena, Ze
z kazdé jejich podmnoziny lze vybrat nejmensi prvek.

A na zavér néjaka tvrzeni a véty, o kterych se na prednasce zminim.

Tvrzeni. Vsechna feseni rovnice 22 + y2 =22y prirozenych cislech jsou tvaru
x = 2ab, y:a2762 az:a2+b2,
kde a, b jsou prirozena nesoudélna cisla opacné parity.

Véta. (Fermat) Pro Zddné pfirozené n > 2 nemd rovnice z" + y = 2" feSeni

v celych ¢islech.

Véta. (Lagrange) Rovnice n = m% + m% + x% + xi ma reseni v Nog pro vSechna
prirozena cisla n.

Véta. (Lagrange) Rovnice z? — dy2 = 1, kde d € N neni druhou mocninou, ma
nekonecéné mnoho celoéiselnych Feseni®.

Véta. (Matijasevi¢)  Resitelnost diofantickych rovnic je algoritmicky nerozhodnu-
telna tuloha.

1Této rovnici se ¥ika Pellova.
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