Diofantické rovnice

FiLip HLASEK

ABSTRAKT. V uvodu prednasky si dokdzeme Velkou Fermatovu vétu a poté se po-
divame na zoubek nékolika otevienym problémim ... No, mozna se do toho pustime
spiSe trochu opatrnéji a nauc¢ime se nejprve zakladni metody pouzivané k tfeseni dio-
fantickych rovnic.

Umluva. Ve vSech tilohdch budeme uvazovat a,b,c,d € N, z,1,2 € Z a budeme
hledat vSechna feSeni danych rovnic.

Pocitani modulo

Prvni metoda feseni diofantickych rovnic, kterou si ukadzeme, je uzitecna predevsim
tehdy, kdyz tusSime, ze zadand rovnice nemé feseni. Potom je vhodné se na ni po-
divat modulo néjaké ¢islo, po kterém nékteré Cleny davaji jenom nékteré zbytky.
Pokud vsechno dobfe dopadne, zjistime, Ze po déleni timto ¢islem davaji strany rov-
nice rizné zbytky, takze rovnice urcité zadné feseni nema. Volba vhodnych modula
vyzaduje cvik, takze si vyfesime nékolik prikladu.

Priklad 1. 722 +5y+14=0

Reseni. Leva strana rovnice dava po déleni péti stejny zbytek jako 222 + 4, ale
jelikoz x2 dava pouze zbytky 0, 1 a 4, tak nikdy nemtize vyjit nula a zadané rovnice
proto nemé zadné feseni.

Priklad 2. 2* =11+ Ty

Priklad 3. af + b* + ¢? = 1234567 (PraSe 1987)

Piiklad 4. 2¢=1+3°

RozlozZ to!

Zadana rovnice se d4 mnohdy pékné upravit na soucin. Pokud je navic na jedné
strané prvocislo nebo néjaké konkrétni ¢islo, pak rovnou zname vsSechny jeho roz-
klady. Rozklad se miize hodit i jindy, pokud o ¢initelich vime, Ze jsou nesoud€lné.
Opét si zkusime tuto teorii aplikovat v praxi.

9



DIOFANTICKE ROVNICE

Piiklad 5. p+ 400 = a?, kde p je prvoéislo (PraSe 2012)

Reseni. Rovnici upravime do tvaru p = (a — 20)(a + 20). ProtoZe p je prvodislo,
tak musi nutné platit a — 20 = 1 a také a + 20 = p. Z toho plyne a = 21 a p = 41,
coz je skutecné jedinym resenim této rovnice.

Ptiklad 6. 22+ 3z =13 —2
Priklad 7. zy+yz+zr=xyz+zr+y+=z
Piiklad 8. a?b+ ab? = 2(a® +b?) (PraSe 2002)

Po sobé jdouci mocniny

Tvrzeni. Neexistuji z, y, a takova, ze z¢ < y* < (z + 1)*.

Toto zdanlivé jednoduché tvrzeni ma prekvapivé mnoho uplatnéni. Pokud ma byt
napiiklad néjaky vyraz roven ¢tverci, pokusime se najit dva po sobé jdouci ¢tverce,
které ho semknou mezi sebe, a to ndm zaruci neexistenci feSeni. Vtip potom spociva
v tomto semknuti. Jak si ukdZzeme, n€kdy to nemusi byt vibec jednoduché.

Piiklad 9. 22 =y(y +2)

Reseni. Pokud je y kladné, tak plati y? < y(y +2) < (y + 1)? a rovnice tedy
podle uvedeného tvrzeni neméa zadné feseni. Podobné pro y < —2 snadno ukéazeme
(y+2)? < y(y+2) < (y+1)% a zbyvaji tedy pouze tii moznosti pro y. Po dosazeni
do zadané rovnice zjistime, ze fesenim jsou dvé dvojice x1 = 0, y1 = 0 a 22 = 0,
Y2 = —2.

Piiklad 10. (a+ 3)3 —a® = b?

Priklad 11. a?>=9"+7

Piiklad 12. 4% +4a®+4 =102 (MO 59-A-TI1-1)

Nekonecny sestup
Posledni metoda se opird o pomérné jednoduché tvrzeni:
Tvrzeni. Neexistuje nekonecna klesajici posloupnost prirozenych cisel.

Kdyz chceme ukézat, ze dané rovnice nemé netriviadlni feSeni, uvazujeme néjaké
hypotetické Feseni a vyrobime z néj (obvykle pomoci nékteré z piedeslych technik)
feSeni mensi. Z uvedené véty pak plyne, Ze FeSeni nemuze existovat. K lepSimu po-
chopeni si to zkusime na posledni varce prikladu.

Piiklad 13. a3 + 2b3 + 4¢3 = 2abc

Reseni. Piedpokladejme, #e pfirozen ¢isla a, b, ¢ fesi danou rovnici. Kdyby a bylo
liché, tak bychom méli na levé strané liché Cislo, ale na pravé strné je ¢islo sudé.
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Proto a = 2a; a rovnici miizeme upravit do tvaru 4a$ + % +2¢3 = 2a;be. Analogicky
zjistime b = 2b; a tedy 2a$ + 4b3 + ¢® = 2a,b;c. Nakonec ze stejného ditvodu musi
byt ¢ = 2¢1, a proto a} + 2b3 + 4¢3 = 2a1byc;. Nasli jsme tedy mensi feseni rovnice,
kterym je aq, b1, c¢1. Stejnymi kroky bychom mohli neustéle zmensSovat feSeni, ale
to podle uvedeného tvrzeni neni mozné délat do nekonecna a puvodni feSeni a, b, ¢
tedy nemiize existovat. Rovnice nemé v pfirozenych ¢islech zadné feSeni.

Priklad 14. 22+ a2y + y? = 2%y?
Piiklad 15. a* + 4b* = 2(c* + 4d?) (PraSe 1992)
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