Diferenc¢ni rovnice aneb o chovu
kraliki a chobotnickach na zebriku

| Tomds Bdrta

Diferen¢ni rovnici budeme rozumét predpis, ktery udéava zavislost n-tého élenu néjaké
posloupnosti na ¢lenech predchozich, tj.

ap = Fk,(ak,_l, (0773, T a()) .
Rekneme, ze nekonec¢na posloupnost {ar}h=1 je FeSenim diferen¢ni rovnice, jestlize
spliiuje vySe uvedenou rovnost pro vSechna prirozena k. Dale se vSak budeme zabyvat
velice specidlnim pripadem s pfekrasnym nazvem soustava linedrnich homogennich
diferenénich rovnic pruniho Tddu s konstantnimi koeficienty. To je tahle hrtiza:

1 1 2 n
Th41 = 0112 + Q12T + - + 1T

2 1 2 n
Th41 = G21% + Q22T + -+ + Qi Tk

n 1 2 n
Th41 = OnlT + an2Ty + -+ appxy .

Pokud ale oznacime A matici slozenou z koeficientt a;; a vy = (m,lc, x,%, .xy), da
se napsat v celkem pfijatelném tvaru vy = Avy.

Méjme tedy néjakou rovnici tohoto typu se zadanymi pocatec¢nimi podminkami

vo = (z,23,...,28) a budeme chtit explicitné vyjadFit, cemu se rovna xj,. Podle
Jordanovy véty existuje substituce up = Cwvp (kde C je reguldrni matice), kterd
prevede na$i rovnici na rovnici ug4; = Buyg, kde B je Jordantiv kanonicky tvar

,

matice A. Pokud je matice B diagonalni (napiiklad pokud kofeny charakteristického
polynomu matice A jsou navzijem rizné), dd se novéa rovnice snadno vyfesit a po
vynésobeni matici C~! ziskdme FeSeni ptivodni rovnice Vpt1 = Av !

Cely postup nalezeni feseni stoji na nasledujich vétach:

Véta. Pokud matice A, B € C"*™ jsou podobné (tj. existuje reguldrni matice
C € C™" takové, ze A = CBC™!), pak se jejich charakteristické polynomy rov-
naji (charakteristicky polynom je det(A — A\I), kde I je jednotkovd matice a definici
determinantu je vénovana zavérecnd poznamka).

Véta. (Jordan) Kazdd matice A € C"*" je podobnd néjaké matici B € C"*",

1Pokud matice B neni diagonélni, je potfeba vy¥esit rovnici Up4+1 = Juy, kde J je
Jordanova bunka velikosti vétsi nez jedna, coz odpovida feseni nehomogennich rovnic typu
41 = Axg + P(z), kde P je polynom.
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ktera je tvaru

Ai 10 0
J 0 ... 0 v
0 J 0 N\ 1 0
. . , kde J; =
) ) B 0 0 O 1
0 0 ... Ji 0 0 A
B je az na poradi matic J; urcena jednoznacné.
K definici determinantu:
Permutaci rozumime funkci o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}, kterd je prosta a
na (je to tedy néjaké sefazeni ¢isel 1,2,...,n). Cyklus délky dvé je permutace, ktera

vymeéni dvé ¢éisla a ostatni nechd na misté, tj. o(k) = [, o(l) = k a o(i) = i pro
i # k,l. Kazda permutace se da rozlozit na cykly (skladdni permutaci rozumime ve
smyslu skldddni funkci), sice ne jednozna¢né, ale pro pevnou permutaci m je pocet
cykla vzdy sudy, nebo vzdy lichy. Napiiklad permutaci

(1,2,3,4,5) — (1,3,4,5,2)
dostaneme tak, Ze nejprve vyménime 2 a 3, pak 2 a 4 a nakonec 2 a 5. Pokud je pocet
cykla sudy, fekneme, Ze permutace je sudd a sgn(w) = 1, pokud je lichy, je permutace
licha a sgn(m) = —1 (vySe uvedend permutace je tedy lichd). Determinant matice A
sestdvajici z koeficientt (a;;);" ;= je pak definovin takto:

det(A) = Y sg0(0)a1,(1)020(2) - - - Cnor(n) -
ocES,
kde Sy je mnozina vSech permutaci na n-prvkové mnoziné. To znamend, Ze vybereme
n prvkiu matice tak, abychom z kazdého sloupce i z kazdého fadku vzali pravé jeden, a
tyto prvky mezi sebou vynasobime. Vysledky pak secteme pres vSechny mozné n-tice
(nékdy se znaménkem plus, nékdy se znaménkem minus).
Napftiklad pro matice velikosti 2 a 3 se determinant spocte takto:

a b ¢
det<i Z) =ad—bc a det(d e f) =aei+bfg+cdh—ceg—bdi—afh.
g h 1
Determinanty vyssich fadi se obvykle nepocitaji pfimo z definice, ale vyuziva se faktu,
ze hodnota determinantu se nezméni, pficteme-li k néjakému radku matice libovolny
nasobek jiného fadku (dtikaz tohoto tvrzeni neni tézky — stadi se nebat a dosadit
do té strasné sumy, kterou je determinant definovan). Touto cestou se matice nejprve
prevede do tvaru, kdy mé pod thloptickou samé nuly, pak je jen jedna n-tice, ktera se
skldda ze samych nenulovych &isel (takovd, aby z kazdého fadku i sloupce bylo pravé
jedno ¢€islo) a tu tvofi prvky thlopficky — ostatni séitance jsou tedy rovny nule a
determinant matice je roven soucinu prvku na thlopfi¢ce této nové matice.



