Derivace (s trochou mydla)

KuBAa KRASENSKY

ABSTRAKT. Tento pfispévek patii k pfednésce, na které si ndzorné vysvétlime, co je

jeji hlavni zptsoby vyuziti.

Pii zkouméni néjaké funkce (z podmnoziny R do R) je velmi uzite¢né védét, jakou
mé v daném bodé teénu. (Nemusi mit Zddnou — lze si pfedstavit funkce s riiznymi
zubatymi a ,potrhanymi“ grafy —, ale ty funkce, se kterymi se obvykle setkavame,
jsou docela hladké a je k nim mozné teénu pfilozit v kazdém bodé.) Metodu, jak
smér této teény spocitat, objevili (pravdépodobné) nezévisle na sobé Isaac Newton
a Gottfried Leibniz, ¢imz umoznili prudky rozmach matematiky i fyziky.

Definice 1. Smeérnici pfimky myslime tangens thlu, ktery svird s osou x. Jestlize
ma funkce f v bodé x tecnu, pak smérnici této tecny nazyvame derivaci f v bodé z
a zna¢ime f'(z).

Ona prulomova myslenka pant Newtona a Leibnize byla, Ze pokud se f kolem
bodu x chové slusné, pak lze smérnici jeji tecny dost dobfe odhadnout smérnici
seCny, kterd f protind v bodech x a x + d, kde d je néjaké hodné malé ¢islo. Spocitat
tuto smérnici je snadné; je to w.

Na prednaSce si ukazeme, ze zkoumanim chovani tohoto vyrazu pro mala d si
vétsinou dovedeme predstavit, co by se stalo, kdybychom za d ,dosadili nulu* —
¢imz pravé spocitame derivaci v bodé x. Veskeré nase pocindni bude stat na na-
prosto pevnych matematickych zékladech (vSak se derivovani opird velkd ¢ast vyssi
derivace funguji a umét je vyuzivat, nez je umeét zcela rigor6zné definovat.

Odvodime si nasledujici vztahy pro derivace nékterych elementarnich funkei:

Véta 2. (Tabulka derivaci) Na celém definiénim oboru piislusnych funkci plati
tyto vztahy:

(i) (%) = ax*"! pro kazdé a € R,
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Zatim moc funkci zderivovat neumime; to se spravi nasledujici vétou, kterd nam
ukaze, jak spocitat derivace funkeci, které jsou definovany s vyuzitim funkci jedno-
dussich. Symbolem fog myslime slozeni funkci f a g, tj. funkci definovanou vztahem
(f o 9)(z) = f(g9(x)); symbolem f~! oznacujeme inverzni funkci k funkci f, pokud
existuje.

Véta 3. (Aritmetika derivaci) Pro kazdou konstantu ¢ a funkce f a g, pro néz
existuje vyraz na pravé strané, plati nasledujici vztahy:

(i) (cf)(z) = cf'(2),

(i) (f +9)'(z) = f'(2) + ¢/ (),

(iii) (f9)'(x) = f'(z)g(x) + f(z)g'(x),
(iv) (feg)(@) = f'(9(x))g'(x),

V) (@) = 7y

Skoro kazdé funkce, se kterou jsme se v Zivoté€ setkali, je vybudovana z funkci z¢,
sin(x) a e” pomoci kone¢ného poc¢tu s¢itani, ndsobeni, sklddani a invertovani — takze
jeji derivaci umime spocitat s vyuzitim predeslych dvou vét. Pojdme si to procvidit.

Pfiklad 4. Spocitejte derivace ndsledujicich funkei (na celém defini¢nim oboru,
pokud to lze):
(i) (1+2)%
ii) sin(2x),
iii) sin®(x) 4 cos?(z),
iv) tg(z),
) 27,
vi) arcsinz,
ii) In(cosx).

Priklad 5. Odvodte obecny vzorec pro derivovani podilu dvou funkci.

VyuZiti derivaci

No dobré, vétsinu funkci, s nimiz se setkdme, tedy umime zderivovat. A k ¢emu ndm
to bude dobré? Kdyz si uvédomime, ze derivace vyjadiuje smérnici teény, neni pro
nas tézké uverit nasledujici vété:

Véta 6. Jestlize ma funkce f v bodé x kladnou derivaci, pak je na néjakém jeho
okoli ostre rostouci. Pokud ma derivaci zapornou, je naopak na néjakém okoli ostie
klesajici.

7 toho uz snadno vyplyne nasledujici veledulezita véta:

Véta 7. Jestlize ma funkce f v bodé x lokdlni minimum nebo maximum, pak
derivace v tomto bodé bud neexistuje, nebo je nulova.
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Priklad 8. Ovéfte, ze s pomoci piedeslé véty spravné naleznete body, v nichz mutze
mit funkce sinus maximum ¢i minimum.
Pfiklad 9. Naleznéte lokdlni maximum funkce In(2z) — x.

Piiklad 10. Zjistéte pomoci derivovani, kde lezi vrchol paraboly dané rovnici
f(x) = az? + bz +c.

Priklad 11. Naleznéte extrémy funkce ze /2,
Priklady
Priklad 12. Urcete rovnici teény k funkci ;{_””3 v bodé odpovidajicim z = —2.

Priiklad 13. Prasatko si chce na biehu rovné feky oplotit obdélnikovou zahradu
tak, Ze na strané prilehlé k fece zadny plot nebude. Ma k dispozici osm set metri
pletiva. Jakou nejvétsi plochu muZze mit jeho zahrada?

Priklad 14. Helmut by si pfal mit krabici ve tvaru kvadru, jehoz podstava ma po-
mér stran a : b roven jeho oblibenému kladnému «. Jak ma dosdhnout co nejvétsiho
objemu, pokud

a) povrch nesmi piekrocit zadané S?
b) soucet rozmért a + b + ¢ nesmi prekrocit zadané S?

Priklad 15. Barbara bali vano¢ni darky. Z ¢tvercového papiru o strané 30 cm
vystiihne v rozich ¢tyfi stejné ¢tverecky a zbytek prehne tak, aby vznikla oteviena
krabice. Jak velké ¢tverecky méa odstfihnout, aby byl objem krabice byl maximélni?

Priklad 16. (Téz)
2“5\/5".
(i) Uréete hodnotu vyrazu /2 . (Tim mame na mysli ¢islo, k némuz

. . V2 (V2 it .
se blizi ¢leny posloupnosti v/2,v2" ", v/2 ,...) Tato ¢ast prikladu je
zajimava, ale s derivovanim nesouvisi.

(ii) Pro ktera a lze obdobnym zpiisobem definovat vyraz a® 7

Priklad 17. (Téz81)) Méjme v roviné étyfi body tvorici vrcholy ¢tverce. Mame za
kol nakreslit mezi nimi nékolik ¢ar tak, aby bylo z kazdého bodu mozné dostat
se po ¢arach do kazdého jiného (byt tieba po dlouhé cesté prochazejici nékterym
z ostatnich bodw). Jakd miize byt nejmensi celkova délka téchto ¢ar? Misto ¢tverce
zkuste uvazovat i obdélnik nebo trojuhelnik.

Reste pfredeslou tlohu pomoci

(i) Derivovéani,

(ii) elementdrni geometrie,

(iii) mydlové vody.
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