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Motto: “I can calculate everything.”
Ivan Borsenco, zlaty medailista z IMO 2006

Na prednasce si ukazeme prostou, ale i¢innou zbran pfi feSeni mnohych geome-
trickych tloh. Presvédcéime se, ze s nékterymi tilohami si umime hravé poradit,
ackoliv jejich syntetické FeSeni je pomérné komplikované nebo trikové. Jak? Staci
si rozmyslet, Ze je umime spocitat.

Odvodime si nékteré uzite¢né vztahy, které ndm umozni nahlédnout hloubéji,
a fekneme si, v jakych situacich je vyhodné je pouzit. Nakonec spole¢né vyfesime

vvvvvv

Metricka kritéria

V dikazovych tlohach se ve vétsiné pripadd vyskytuje jen nékolik typa tvrzeni
(kolmost dvou pfimek, 4 body na jedné kruZnici, atd.). Metrickd kritéria slouzi
k pfevedeni téchto tvrzeni na algebraické identity.

vlastnost kritérium
rovnost thli podobnost trojuhelnikt
kolmost La2 + % =b% + d%
3 body na pfimce Menelaova véta
4 body na kruznici mocnost
3 pfimky jednim bodem Cevova véta
Znaceni

V celém nésledujicim textu budu pro prvky trojihelniku ABC pouzivat jednotné
znaceni:

(i) a, b, ¢ strany, a = |BC|, b= |CA|, ¢ = |AB|

vV
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Sinova a kosinova véta, vysky

Véta. (Sinovd, kosinovd) V trojihelniku ABC plati:

a b c

= —— =_— =2R, a® = b* + ¢ — 2bccosa.
sinaw  sinf3  sinvy

Tvrzeni. (Zfejmé) V trojihelniku ABC ozna¢me D patu vysky na stranu a.
Pak plati |AD| = c¢sin 8 = bsin~y, |BD| = ccos3 a |[CD| = bcos~.

Cviceni. S vyuzitim poznatki o vyskach ovéite platnost kosinové véty.

Strany a Gseky
Tvrzeni. (Useky) Jsou-li a,b,c strany trojiihelnika, pak existuji realna cisla
x,y,z > 0 takova, ze
a=y+z,b=x+z2c=z+y,
neboli
r=s—a,y=s—b,z=s—c.
Tato ¢&isla odpovidaji délkam tisekii stran vytatych body dotyku kruZnice vepsané.

Cviceni. Najdéte pomér, v némz déli strany trojuhelnika body dotyku kruznic
pripsanych.

Tvrzeni. (Obsah trojuhelnika)  Pro obsah trojuhelnika ABC' plati:

1 . abc
K= §absm'y =R’

K =sr=(s—a)r, = xr,,
K =+/s(s —a)(s —b)(s — ¢) = \Vayz(zx + y + 2).

Cviceni 1. Ukazte, ze + + % + Ti = %
.

Ta

Cviceni 2. Vyjadiete R a r pomoci useku x,y, z. Dokazte, ze plati R > 2r.

Druhé mocniny
Véta. (Stewartova) Necht ABC je trojiithelnik a M libovolny bod na strané
BC. Polozme |AM| = d,|BM| = m,|CM| = n a strany trojuhelnika oznacme
obvyklym zpiisobem. Potom plati

a(d® + mn) = b*m + *n.
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Tvrzeni. (Délka téznice a osy thlu)  Je-li l, osa thlu a m,, téZnice na stranu a,
pak pro jejich délky plati:

a \2 b2+ a?
2=bc(1- 2= S
@ C< (b—l-c) > Ma =779 4

Cviceni. Ukazte, Ze vySe uvedené tvrzeni vyplyva ze Stewartovy véty. Spocitejte
délku spojnice bodu dotyku kruznice vepsané a pripsané s protéjsim vrcholem.

Tvrzeni. (Kritérium kolmosti)  Ctyfihelnik ABC'D mé kolmé tihlopticky pravé
tehdy, kdyz plati a® + ¢ = b? + d>.

Posledni kriicek

Ackoliv uz umime geometrickou ulohu prevést na dikaz identity, nemame jesté
zcela vyhrano! Abychom se mohli dopracovat k cili, potfebujeme vse vyjadrit jed-
notné pomoci zakladnich prvki trojihelnika, tedy stran nebo dhlu.

Jestlize se ndm podaii dospét k vyjadfeni pomoci stran, je tloha prakticky
vyfeSena. Pokud se rozhodneme pro siny a kosiny tthldi, musime mit pfi nasledné
Upravé vyrazui na paméti nékolik véci:

(1) v argumentech je potifeba mit stejné nasobky zakladnich thla,

(2) existuji goniometrické vzorce, nebojime se je pouzivat,

(3) pro soucet thlu v trojihelniku plati o + 5 + v = 180°.

Sbirka prikladi

Priklad 1. Bud H ortocentrum a D pata vysky na stranu BC v trojthelniku
ABC. Dokaite, ze |AH| = 2Rcosa a |HD| = 2R cos 3 cos 7.

Priklad 2. Pro libovolny trojahelnik ABC plati, Zze obsah trojthelnika s vrcholy
v bodech dotyku kruznice vepsané je roven obsahu trojihelnika s vrcholy v bodech
dotyku kruznic pripsanych. Dokazte.

Priklad 3. Mé&jme trojuhelnik ABC. Ukazte, Ze obsah trojihelniku s vrcholy
v bodech dotyku kruznic pfipsanych je mensi nez ¢tvrtina obsahu AABC.

Priklad 4. Necht ABC je trojuhelnik a hg, hy vySky z vrcholti A a B. Ukazte,
ze pokud a > b, pak
a+ ha Z b + hb-

Priklad 5. Necht a, b, ¢ jsou strany trojihelnika. Dokazte, ze
2¢/s(s—a) <2m, <b+e,
kde m, je téznice z vrcholu A.

54



Martina Vavackova: Délky v trojahelniku

Priklad 6. (Steiner-Lehmus theorem) Dokazte, Ze pokud jsou dvé osy thli
stejné dlouhé, pak uz je trojihelnik nutné rovnoramenny.

Priklad 7. Mgéjme trojuhelnik ABC se stifedem kruznice vepsané I. Ozna¢me
A; prisecik osy thlu CAB se stranou BC a dale D bod stfedové soumérny s I
podle stiedu A;. Dokazte, ze body A, B, C a D lezi na jedné kruznici, pravé kdyz
b+ c=2a.

Priklad 8. V ostrothlém trojuhelniku ABC se stfedem I kruznice vepsané
oznaéme P patu vysky na stranu BC a M stfed strany BC. Piimka M1 pro-
tne vysku AP v bodé F. Ukaite, ze |AF|=r.

Priklad 9. Je déan trojahelnik ABC' se stiedem I kruZnice vepsané. Oznaéme D
prisecik osy thlu <BAC se stranou BC a I, stfed kruznice pfipsané strané BC.
Dokazte, ze plati
1 1 2
+ = :
|AI| * |I1.| |AD|

(MO A-59-I1)

Priklad 10. Je dan pravouhly trojihelnik ABC se stfedem I kruZnice vepsané.
Ukazte, ze alespon jedna z usecek AB, Al, BI, CI mé necelo¢iselnou délku.
(USAMO 2010)

Priklad 11. V trojuhelniku ABC, jehoz vnitini thly spliuji o > 7, ozna¢me [
stfed kruznice vepsané, M stied strany AC a N stied oblouku AC kruZnice opsané
(toho, jenz obsahuje B). Dokazte, ze |[<IM A| = |[<INB]. (KMS, gama)

Priklad 12. V trojahelniku ABC je M stied strany BC. KruZnice vepsand se
sttedem [ se dotyka strany BC v bodé D, stfed tsecky AD oznacme S. Dokazte,
ze body S, I, M lezi na jedné primce.

Priklad 13. V trojuhelniku ABC je O stied kruznice opsané, AD jeji prumér.
Te¢na ke kruznici opsané vedend bodem D protne pfimky AB, AC po fadé v bo-
dech M, N a AD protne BC' v bodé P. Dokazte, ze je-li |AP| = 2|BP|, lezi body
O, B, C, M a N na jedné kruZnici.

Priklad 14. Necht ABC je trojuhelnik a I, stfed kruznice pfipsané strané BC.
Oznac¢me po tfadé F a F pruseciky os thlt ABC a BCA se stranami AC a AB.
Dokazte, ze EF 1 OlI,.

Priklad 15. Mé&jme ostrotuhly trojahelnik ABC. Paty vySek na strany AC a AB
ozna¢me po fadé Bp, C;. Déale oznac¢me P, () pruseciky kolmic vedenych z bodt
C1, By na stranu BC'. Dokazte, ze prusecik pfimek PB; a QC; lezi na vySce na
stranu BC. (China TST 1996)
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Podékovani a zdroje

Na zavér bych chtéla podékovat Michalu Rolinkovi za spolupraci a poskytnuti
materidlt. Zdroj: http://www.mathlinks.ro/.
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