Vyuziti délitelnosti v praxi
| Pavel Patdk

Uvod

Deélitelnost a modularni aritmetika jsou téma, ktera pro svou jednoduchost
nasla fadu uplatnéni, vyborné se napiiklad hodi pfi feSeni diofantovskych rovnic
¢éi Sifrovani dat na internetu.

Definice a zakladni vlastnosti délitelnosti

Definice. Pokud a beze zbytku déli b (tedy 3k € Z, 7e k = 2), piseme a|b (éislo
a je délitelem ¢isla b, a je ndsobkem b).

Definice. Pokud polynom P déli polynom R beze zbytku (tedy existuje polynom
Q takovy, Ze R = PQ), uzivdme stejné oznaceni tj. P|R.

Pro cela ¢isla zjevné plati:

(i) alb = (—a)lb

(i1) alb = |a| < |b]

(iii) alb Abla = |a| = |b]

(iv) alb A ale = a|(rb % sc)

(v) alb A c|d = aclbd

Definice.

(1) Nejvétsim spoleénym délitelem ¢isel a, b rozumime nejvétsi pfirozené ¢islo
k, které soucasné déli a i b. Oznaceni D(a,b), qcd(a,b), nsd(a,b).

(2) Nejmensim spoleénym nasobkem rozumime nejmensi takové pfirozené ¢islo
k, které je soucasné nasobkem a i b. Oznaceni n(a,b), lem(a, b), nsn(a, b)

(3) Cisla a, b jsou nesoudélné, pokud D(a,b) =1

Euklidiiv algoritmus pro zjisténi nejvétsiho spolecného délitele

Tento algoritmus je zaloZen na faktu, Ze pokud je ¢ délitelem a i b, pak ¢t déli i
a—rb. Tedy ¢isla a, b mizeme snizovat, aniz bychom zmeénili nejvétsiho spoleéného
délitele. Po koneéném poctu kroka skonéime ve stavu D(a, 0) = a.

Véta. (Bézout) Cisla a, b jsou nesoudélnd, pravé kdyz Vk € Z je rovnice ra +
+ sb = k resitelna v celych ¢islech.
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Tvrzeni. Rovnice ra + sb = t ma celoéiselné feseni pravé tehdy, kdyz D(a,d)
déli ¢.

Véta. (Jednoznaény rozklad) Kazdé prirozené ¢islo lze (az na poradi) jedno-
znacné rozlozit na soucin prvocisel.

Kongruence

Definice. Nejjednodussim prikladem kongruence je tzv. parita — rozdéleni ¢isel
na licha a suda. Je zcela piirozené tento pojem zevSeobecnit: Pokud maji ¢isla a,
b stejny zbytek po déleni m, rikame, Ze a je kongruentni s b modulo m. PiSeme
a = b(mod m).

Pro praktické po¢itani nam tedy sta¢i zvolit vhodného zastupce (obvykle men-
siho nez m). Kongruence nasly velké uplatnéni pfedevs§im proto, Ze je lze scitat a
nasobit zcela normalné jako obycejna Cisla.
Priklad 1. Urcete:

(i) paritu ¢isla N =22-31+11-17+13-19

(ii) posledni éislici N

(iii) zbytek po déleni ¢isla N sedmi.
Piiklad 2. Urdcete posledni &islici 381° 4- 2701,
Tvrzeni. (Z) =0 (mod p) pro p prvocislo.
Véta. (Mald Fermatova véta) aP = a (mod p) pro p prvocisio.
Tvrzeni. m =1 (mod p—1) = a™ = a (mod p), pro p prvocislo.

Poznamka. Uvédomme si, Ze s pomoci kongruenci lze velice jednoduse stanovit
tzv. kritéria délitelnosti: V soustavé o zakladu z staéi jen vypocitat ag + a1z +
+ ag2? + -+ + ayz™ (mod k). (Timto postupem navic zjistime, jaky zbytek po
déleni dané ¢islo ma.)

Napriklad délitelnost jedenacti v desitkové soustaveé zjistime takto: ag+a;-10+
+az-102+---+a,-10"=ag+ar-(=1)+az- (=1)*+ -+ +a, - (—1)"(mod 11).
Ke zjisténi délitelnosti jedenacti tedy staci zjistit rozdil souctu ¢islic na lichém a
sudém misté.

Priklad 3. Urcete kritérium délitelnosti tfinacti v desitkové soustavé.

Priklad 4. V osmickové soustavé ma 17! desitkovy zapis 1206773ab63300cdO0.
Urcete cislice a,b,c,d.

Definice. Eulerova funkce p(n) = pocet piirozenych ¢isel mensich nez n s n
nesoudélnych.
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Priklad 5. Najdéte vzorec pro vypocet ¢(n).

Asymetrické Sifry

Symetrické Sifry vyuzivaji k zakédovani i dekédovani stejny kli¢, to je vsak
napiiklad pro potfeby internetu ponékud nepraktické. Pokud mutzeme bezpecné
dorudit kli¢, pro¢ timto zpusobem nepiedat celou zpravu?

Zajimavéjsi jsou Sifry asymetrické, vyuzivajici vefejného klice, pomoci néhoz
se zprava koduje, a klice soukromého, ktery se pouziva pro desifrovani. Oba klice
musi byt matematicky provazany, avsak mélo by byt prakticky nemozné z klice
vefejného vypocitat kli¢ soukromy. V praxi se pouziva nékterych tézko obratitel-
nych matematickych operaci, napr. nasobeni velice dlouhych prvocisel, diskrétnich
logaritmt a podobné.

Nejznaméjsi asymetricka Sifra RSA vyuziva prvniho z uvedenych principa.

Algoritmus m je nezakédovana zprava, ¢ zprava zakédovana.

(1) Zvolime dvé obrovskd prvodcisla p a q.

(2) Spoéteme n = pq.

(3) Vypocteme ¢(n) = (p —1)(q —1).

(4) Zvolime e nesoudélné s ¢(n) (obvykle se uziva 65537).
(5) Najdeme d, aby ed =1 (mod ¢(n)).

(6) Vefejny Kkli¢ je (e,n), soukromy (d, n).

(7) Odesilatel zpravu zakéduje ¢ = m® (mod n).

(8) Zpravu dekédujeme m = ¢? (mod n).

Piiklady

Priklad 6. VyzkouSejte uvedeny postup na smé$né malych hodnotach: p =
=3,gq=5,e=3,m=3.

2 3

Piiklad 7. Bud n pfirozené &slo, dokazte, Ze rovnice 22 — y? = a® ma vidy
celociselné feseni.
a+1l

Priklad 8. Najdéte vSechna pfirozena ¢isla, ktera nejdou vyjadiit jako § + $37.

Piiklad 9. Jaké je nejvétsi piirozené ¢islo NV s tou vlastnosti, ze n® — 5n3 — 4n
je délitelné N pro kazdé n?

Piiklad 10. Dokazte, nebo vyvratte: 270 + 370 je délitelné 13.
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