Délitelnost pro zacateCniky

KuBAa KRASENSKY

Béhem prednéasky se budeme zabyvat délitelnosti, coz je jeden z ustrednich pojmi
teorie Cisel. Probereme jeji znamé i méné znamé vlastnosti, nékteré z nich se na-
ucime i dokazat. Pti té prilezitosti si procvi¢ime rtzné techniky dtkazu — pfimy,
sporem, indukci. Ukézeme si, pro¢ funguje Eukleidiv algoritmus. Zavedeme pojem
kongruence a naucime se s nim pracovat. Zavadime i o kvadratické zbytky a Malou
Fermatovu vétu, kterou si také dokazeme. Posléze ji zobecnime na vétu Eulerovu a
probereme i vétu Wilsonovu.

Uvodni pojmy

Umluva. Pokud nebude vyslovné uvedeno jinak, mysli se v tomto piispévku pod
pojmem ,,¢islo* vzdy ¢islo celé.

Definice. Rekneme, ze é&islo a je délitelné Gislem b pravé tehdy, kdy# existuje ¢islo
k takové, ze k- b = a. Druhé mozné vyjadreni stejné skutecnosti je, ze b deéli a. Také
lze Tici, ze b je délitelem ¢isla a nebo €islo a ndsobkem b. Zapisujeme b | a.

Poznamka. (Zakladni vlastnosti) Pro libovolna celd a, b, ¢ plati:
(i) 1]a,
(i) a | a,
(iii) a0,
(iv) a|bAb|c=a]c,
(v) albhalc=a|b+e,
(vi) a|bAc|d= ac|bd.

Véta. Pro kazda prirozena m a n existuje pravé jedna dvojice nezapornych celych
¢isel k ar, r < m, tak, ze platin = km + r. Rikdme, Ze k je celociselnsj podil m an
a ze r je zbytek m po déleni m.

Piiklady

Priklad 1. O pfirozeném d¢isle n fekneme, Ze je magické, jestlize déli kazdé ¢islo
vzniklé tak, Zze pred m napiSeme jednu nebo nékolik novych ¢islic. Najdi vSechna
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magicka ¢isla.
P¥iklad 2. Dokaz, ze 6 | n® — n pro kazdé pfirozené n.
Piiklad 3. Dokazte, Ze pro kazda celd x, y plati
50 | 192 + 3y < 50 | 23z + y.
Priklad 4. Najdéte vSechna ¢isla x, pro ktera plati
x—3]2% 3.
Priklad 5. Urcete pocet deseticifernych ¢isel, ve kterych je mozno gkrtnout dvé

sousedni cifry a dostat tak ¢islo 99krat mensi.

P¥iklad 6. Dokazte, ze pro kazdé ptirozené n plati 133 | 1171 4 122n—1,

Eukleidiv algoritmus

Definice. Necht jsou a a b neziporna celé ¢isla, alesponi jedno z nich nenulové.
Jejich nejvétsim spolecnygm délitelem — znacime NSD(a,b) — je nejvétsi pfirozené
¢islo d takové, ze d | a A d | b. Cisla a, b nazyvame nesoudélné, kdyz NSD(a, b) = 1.

Definice. Podobné nazveme nejmensim spolecnym ndsobkem a a b nejmensi ¢islo,
které je délitelné jak ¢islem a, tak i b. Zna¢ime ho nsn(a,b) pro snadnéjsi odliSeni
od NSD(a, b).

Véta. Pro kazdou dvojici a, b (a > b) plati: NSD(a,b) = NSD(a — b, b).

Diky tomu funguje tzv. Eukleiduv algoritmus hledéni nejvétsiho spole¢ného dé-
litele. Dvojici a, b nahradime dvojici a — b, b. Tu opét usporadame podle velikosti,
vétsi ¢islo oznacime a a mensi b. Poté znovu odecitame. Skoncime ve chvili, kdy bude
jedno z ¢isel rovno nule. Tehdy je druhé ¢islo pravé rovno hledanému NSD.

Piiklady

Priklad 7. Najdéte NSD(3k + 1,2k — 1).

Priklad 8. Méme mnozinu éisel {1,2,...,2n — 1,2n}. DokaZte, Ze mezi kazdymi
n + 1 vybranymi prvky je néjaka dvojice nesoudélnych cisel.

Priklad 9. Ukazte, Ze dva po sobé jdouci ¢leny Fibonacciho posloupnosti jsou
nesoud€lné.

Piiklad 10. Dokazte, Ze pro kazd4 pfirozena m, n plati

NSD(2™ —1,2" — 1) = 2NSP(mn) _q
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Prvocisla

Definice. Prvocislem nazveme takové prirozené ¢islo, které mé pravé dva kladné
délitele. Cislo, které mé délitelfi vice, je sloZené.

Poznamka. Vsimnéte si, Ze jednicka neni ani prvocislo, ani ¢islo slozené.

Véta. Cislo p je prvocislo pravé tehdy, kdyz pro vsechna é&isla b, ¢ plati
plbe=(p|bVp|o).

Véta. (Zékladni véta aritmetiky) Kazdé n > 2 Ize rozlozit na soucin prvocisel

jednoznacné az na poradi Ciniteli.

Véta. Existuje nekoneéné mnoho prvocisel.

Piiklady

6

Piiklad 11. Mame ¢&islo n, které lze zapsat ve tvaru m® — m?2, kde m je piirozené

¢éislo. Jakym nejvysSsim ¢islem bude n jisté délitelné?

Priklad 12. Najdéte vSechny dvojice prvocisel p, g, pro které existuje prirozené
¢islo n tak, ze plati
pp+1)+qlg+1) =n(n+1).

Priklad 13. Mame pfirozené n vyjadiené jako souéin prvoéisel. Jak uréime, kolik
ma délitela?

Piiklad 14. Zname NSD(a,b) i nsn(a,b). Jsou tim a a b jednoznaéné dana?
P¥iklad 15. Cemu se rovnd nsn(a,b) - NSD(a, b)?
Pi¥iklad 16. Pro prvoéisla p, ¢ platip | ¢> —1a ¢ | p— 1. Dokaite, ze p = ¢*>+q+1.

Priklad 17. Ukazte, Ze pro kazdé prirozené n existuje fada alesponn n po sobé
jdoucich prirozenych ¢isel, neobsahujici zadné prvocéislo.

Kongruence

Definice. Rikéme, Ze a je kongruentni s b modulo n pravé tehdy, kdyz n | a — b.
Znac¢ime a = b (mod n).

Poznamka. To znamené, Ze a a b davaji stejny zbytek po déleni n.
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Ptiklady
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Priklad 18. Urcete posledni cifru ¢isel 17177 5 23287
Piiklad 19. Najdéte takova celd éisla z, y, ze 2 = 4y + 2.

Tézké véty na zavér

Véta. (Mala Fermatova) Pro kazdé prvocislo p a s nim nesoudélné pfirozené ¢islo
a plati
a?” ' =1 (mod p).

Definice. Zavedeme Eulerovu funkci ¢: N — N. Jeji funkéni hodnotou bude pocet
vSech prirozenych ¢isel, kterad jsou s n nesoudé€lnd a zaroven jsou mensi nez n.

Véta. (Eulerova) Pro kazdou dvojici pfirozenych nesoudélnych ¢isel a, n plati:
a?™ =1 (mod n).
Véta. (Wilsonova) Prirozené ¢islo n je prvocislo pravé tehdy, kdyz

(n—1!'=-1 (mod n).

Piiklady

Priklad 20. DokaZte, Ze neexistuje zadné prirozené ¢islo n takové, aby platilo
n|2"m—1.

Pi#iklad 21. Dokaste, Ze pro licha n plati n | 27 — 1.
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