Cyklické soustavy rovnic

Honza KREJCE

ABSTRAKT. V pfispévku jsou rozebrany zakladni metody feSeni soustav rovnic apli-
kovatelné na cyklické soustavy. Prispévek rovnéz obsahuje radu prikladt na procviceni
téchto postupn.

Uvod

Na stfedni skole se Casto setkite s feSenim soustav rovnic, které se vSak ukazuje
jako tézkopadné pro slozitéjsi priklady. Mimo tyto metody existuji jesté dalsi, jez
jsou schopny soustavy rovnic fesit u¢innéji. V prispévku si o nékterych z nich po-
vime. Budou to metoda extremalniho prvku, odhadovani pomoci nerovnosti, s¢itani,
odcitani nebo nasobeni rovnic a prava na ¢tverec nebo soucinovy tvar.

Umluva. Vzhledem k tomu, Ze soustavy jsou cyklické, tj. viechny rovnice lze do-
stat z prvni cyklickou zaménou proménnych, v prikladech bude vzdy uvedena pouze
jedna z rovnic. Neni-li feceno jinak, bude se jednat o soustavu tfi rovnic o trech
neznamych nad realnymi ¢isly.

Priklad 1. (Motiva¢ni) Reste cyklickou soustavu rovnic 22 + y? = 2yz.

Uprava na soucet Ctverctl

Soustavu upravime tak, abychom v ni dostali rovnost, ve které porovnavame Ctverce
s nulou. Typicky na zacatku rovnice vhodné seCteme nebo odecteme a poté podle
vzoreckl upravime na ¢tverec. Nékdy nam do vzorecku kousek vyrazu chybi, a tak
musime do rovnice néco pridat.

Priklad 2. (Lehky) Reste soustavu 22 + 1 =y.
Ptiklad 3. (Lehky) Najdéte vSechna feseni soustavy x2? = yz.
Ptiklad 4. (Tezsi) Vyfteste cyklickou soustavu x4 + y? + 4 = 5yz.

Uprava na soucin

Dalsi hezkd moZnost (podobna prvni) vychézi z jednoduchého pozorovani — pokud
se ma soucin rovnat nule, musi byt jeden z ¢initelti nula. Mame-li soustavu, ze které
dostaneme , dobrou“ rovnici tohoto typu, miaze nam o feSeni mnohé prozradit.
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Ptiklad 5. (Lehky) Naleznéte viechna feseni soustavy z2 =y + z + 2.
Priklad 6. (Teézsi) Vyfteste z + y2 = y3.

Metoda extremalniho prvku

Tento postup se hodi pro soustavy, jejichz feSenim jsou n-tice stejnych cisel. Je po-
staveny na tom, Ze pro kazdou kone¢nou mnozinu mizeme najit nejveétsi a nejmensi
prvek. Ze soustavy ukazeme, ze nejvétsi a nejmensi prvek se rovnaji, a tudiz se museji
rovnat vSechny neznamé.

Priklad 7. (Lehky) V oboru nezapornych redlnych ¢isel fesSte pro proménné a, b,
¢, d a e soustavu a + b = 2.

Piiklad 8. (Tez8i) Naleznéte vSechna feSeni soustavy /22 —y =z — 1.

Priklad 9. (Tezsi) Vyteste (z + )3 = 2.

Nerovnosti

V matematice existuje mnoho péknych nerovnosti, kterymi lze odhadovat vyrazy.
Mezi nejcastéji pouzivané nerovnosti patii Cauchy-Schwarzova nebo AG nerovnost.
Casto pies odhady nalezneme omezujici podminku pro fegeni (typicky tu, Ze v dané
nerovnosti musi nastat rovnost).

P¥iklad 10. (Lehky) Najdéte vSechna z, y, z splitujici soustavu 2% =

Priklad 11. (Téz81) Reste pro z, y, z kladné:

yz.

T+y+z2=6
Yz =8

Priklad 12. (Tézsi) Naleznéte vSechna feseni soustavy x? + y? + 4 = 5yz.
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Cviceni
Priklad 13. 224 ¢y> =2
Piiklad 14. 22 +1=2y
1
Priklad 15. Pro kladné z, y, z feSte z + — = 2.
Y

Priklad 16. Pro k realné vyteste 2z +y + 3z = k.
Piiklad 17. z=y3+1

Piiklad 18. Pro realné proménné a, b, ¢, d Feste a® + b = c.
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Priklad 19. Urcete vSechny kladné n-tice ¢isel spliiujici soustavu:

1
$1+$2+"'+I‘n:1
1 4 2

n
— 4+ — 44— =n*(n+1)*
T T Tn

Piiklad 20. Pro z, y redlné feste z + y2 = 3°.
Piiklad 21. (2% — 62+ 13)y =20
Priklad 22. Naleznéte minimum vyrazu pro a, b, ¢ celd a vétsi nez 1:

atb+c NSN(a,b)+ NSN(b,c)+ NSN(a,c)
2 a+b+c
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