Conwayova dcisla

Pavel Kraemer

V Geometrii pripoustime nejen nekonecné veliciny, to jest
veliciny vétsi nez jakakoliv urcita velic¢ina, ale i nekonecné ve-
liciny, z nichz jedna je nekonecnékrat vétsi nez druha. To udi-
vuje nas mozek, ktery i u nejvétsich hlav méri jen Sest palcti
na délku, pét na sifku a Sest na vysku.

Voltaire, heslo Nekoneéno ve Filosofickém slovniku

Jak vznikla Cisla

Na pocatku nebylo nic. Nalevo nic, napravo nic. A tak vzniklo prvni ¢islo. Prvni ¢islo bylo
nic, neboli nula. To vSe se udalo jesté pred stvorenim svéta, v nulty den stvoreni.

A pak nastalo stvoreni. Stvofeni svéta je tvofeni ¢isel. Vsechno je ¢islo, fika Pythagoras.
Vse, co je pod sluncem, ma svou svétlou i stinnou stranku. Nejinak je tomu s cisly. Kazdé
¢islo méa svou svétlou, to jest pravou (Pravda je Svétlo, jak pravi Védy) stranu a svou levou
stranu.

Cisla se rychle vytraceji z paméti. A proto si je budeme zapisovat. Aby nam neutekly,
uzavieme si kazdé ¢islo do hranatych zavorek (hranaté proto, aby az bude &islo chtit utikat,
si to radsi rozmyslelo, protoZe by se bélo, Ze se napichne). Do zavorky napiSeme nalevo
levou stranu, napravo pravou stranu a doprostfed svislou ¢aru na znameni toho, ze nalevo
neni napravo a napravo neni nalevo. Takze nula, matka vSech &isel, vypad4 asi takto: [ | ].
Mozné se ptate, pro¢ neni baculata, kdyz ma tolik déti. Asi takova kdysi byla, ted je vsak
u# stara, kostnaté a hubena, vizdyt je ji vice nez w' let !

Nastal prvni den stvofeni. A co se nestalo! Mezi nulou a ni¢im* nam vyrostlo nové &islo:
[0] ]. (Nulu ted piseme tak, jak vypadala za mlada. Je to sluSnost a stalo se to zvykem.)
Protoze bylo jen jedno a protoze je stejné jedno, jak se co jmenuje, zacali mu fikat jedna:
1=[0| ]. A aby mu nebylo smutno, tyz den se narodilo dalsi ¢islo, tentokrate nalevo od nuly.
A nazvali ho minus jedna: -1=[ |0].

Druhy den se napravo od nuly, nékde mezi jednickou a ni¢im narodilo dalsi ¢islo. A protoze
bylo jen jedno a s mensima se nekamarédilo, nazvalo se dva, aby mu nebylo smutno: 2=[1| ].
Bylo to tak trochu zbytecné, nebot jeste tyZ den se mu narodil bratr, ktery mu byl, pravda
jen v absolutni hodnoté, roven: -2=[—1| ]. Kazdy den bylo tfeba zaplnit vSechny mezery,

TVolné feceno, w oznatuje nekoneénou spodetnou mnozinu. Pracujeme s nim, jako by to
bylo obycejné ¢islo, asi jako v analyze co.

tPozor! Neplést si nulu a nic. Neni pravda, Ze nula neni nic. Nula je nic. Stejné tak neni
pravda, ze nic je nic. Nic ve skutecnosti viibec nic neni.
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které vznikly predchéazejiciho dne. Druhy den zbyvala jesté mezera mezi nulou a jednickou.
Ale ta mezera byla tak tzka, ze se do ni zadné ¢islo neveslo celé. A tak se ho tam narodila

jenom jedna polovina: % = [0]1]. A i tomu se narodil bratr: 7% = [1]0].

0. den 0=[ | ]

1. den -1=[ 0] 1=[0] ]

2. den -2=[ | —1] —1/2 = [-1|0] 1/2 = [0]1] 2=[1| ]

Nastal tfeti, ¢tvrty, paty den. Mnozstvi ¢isel vicihledé rostlo. Stalo se vsak néco divného.
Jedna c¢tvrtina pfisla na svét uz treti den, ackoli ji ocekévali az nazitfi. A jedna tfetina,
kterou vsichni dychtivé ocekéavali, se ten den naopak viibec nenarodila. Ctvrty den také ne.
Paty také ne. Jedna tfetina se ne a ne narodit. Zato se ndm rodi osminy, Sestnactiny atd.
Pozdéji uvidime, zZe se kazdy novy den rodi pravé tyto cisla :

1. Cisla o jedno vétsi, resp. mensi nez nejvétsi resp. nejmensi ¢&islo z predchazejiciho dne. To
znamena, ze Cisla n, —n vzniknou n-ty den.

2. V mezefe mezi dvéma nésledujicimi ¢isly se dalsi den narodi jejich aritmeticky pramér. Z
¢ehoz indukci plyne, Ze za konecny pocet dni dostaneme pouze dyadicka ¢isla, tj. zlomky se
jmenovatelem, jenz je mocninou dvojky.

Na objeveni se jedné tfetiny bylo tfeba ¢ekat celych w dni. Den w byl viibec velmi zajimavy.
Co se ten den vSechno nenarodilo! Prisla na svét nejen vSechna racionalni ¢isla, ale i vSechna
Cisla redlna. Zda se, ze jsme byli za dlouhé ¢ekani bohaté odménéni. A jako by toho vseho
jesté nebylo dost! TYZz den vznikaji dalsi ¢isla. A véru podivna c¢isla! Naptriklad dostaneme
celou kupu ¢isel, kterd jsou na jedné strané vétsi nez nula a na druhé strané mensi nez vsechna
kladné realna cisla.

Mluvit o téchto ¢islech bylo az do velmi nedavné doby v kazdé sporadané matematické
obci, kterd aspoi trochu dbala na svou dobrou povést, pfisné zakazano.” A tak nktefi staii
pamétnici, misto toho, aby jen nostalgicky vzpominali na dobu Leibnitzovu a Eulerovu, kdy
kazdy, kdo byl od femesla, mohl volné a naprosto beztrestné mluvit a pocitat s infinitesimal-
nimi (nekone¢né malymi) veli¢inami jako by se nechumelilo¥, misto ne¢inného vzpominani se
dali do prace a vymysleli novou teorii infinitesimalnich veli¢in, ktera byla dostatecné kom-
plikovana a nesrozumitelnd na to, aby mohla byt uzndna za exaktni. Asi tomu vydatné
napomohlo i to, Ze celd ta Robinsonova* teorie stoji a pada na axiému vybéru (axiém vy-

fPodvédomé se tim témto Eslim vlastné hluboce klanéli, nebot kdo je Ten, jehoz jméno
nesmi zadny smrtelnik vyslovit?

tUz tehdy ale existovali lidé, vétsinou nematematici, kterym se nelibily. Napiiklad biskup
Berkeley, ktery se mimo jiné proslavil teorii, Ze neexistuje nic kromé jeho mysli, napsal proti
nim polemicky spis. B4l se nekone¢né malych veli¢in jako Cert kiize, fikal jim ”the ghosts of
departed quantities,” coz znamena néco jako duchové zmizelych veli¢in.

*Abraham Robinson byl, jak uz jeho jméno napovidd, otec tzv. nestandartni analysy,
kterad vznikla v Sedesatych letech
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béru zhruba ¥iké, Ze existuji jisté mnoziny, které nelze definovat). Jeho hojné uzivani patii
dneska v matematice k bonténu. Rozumnou a konstruktivni teorii infinitesimalnich veli¢in
vymyslel az J.H. Conway v sedmdesatych letech. A to je to, o ¢em se tu uz notnou chvili
snazime mluvit. Takze zacneme jesté jednou od zacatku, ale trochu exaktnéji a obecnéji.

Konstrukce cisel : Jsou-li L, R libovolné dvé mnoziny cisel, a kazdé ¢islo z L je ostfe mensi
nez kazdé cislo z P, pak [L|P] je také ¢islo.

Konvence : Cleny z L budeme psdt jako x, ¢leny z P jako x¥, neboli x = [z |z

Usporadani : x > y plati pravé tehdy kdyz vSechna x* >y a x > vSechna yr. x < y pfitom
znamena, ze neplati x > y.

Rovnost : «* =y, kdyz x > y a zaroven y > x.

S¢itani 1 z +y = [zl +y, x +y" |2 +y, z + yT], kde ty souéty, v nichz se jako =™ nebo
yP vyskytuje nula, se nepoéitaji.

Minus : —z = [—zf| — z1]

Nasobeni : zy = [zLy+ayl —alyl, alytoyl —alyB|olytayl—olyl, aBytayl —zfyl)

P]‘

Je pomérné snadné, i kdyz dosti pracné, dokazat zdkladni vlastnosti rovnosti, nerovnosti,
nebo ze ke kazdému nenulovému ¢islu existuje inversni prvek vzhledem k nasobeni.

O tom, co se presné stalo v den w a jak rozeznat normadlni redlna c¢isla od nekonec¢né
malych a jim podobnych (coz mimochodem neni na prvni pohled vibec jasné), o tom se
dozvite na prednéasce. Také se dozvite o tom, jak to vSechno souvisi s teorii her.
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