Cinska zbytkova véta

LUCIEN Sima

ABSTRAKT. Na piednasce si ukdzeme Cinskou zbytkovou vétou a demonstrujeme jeji
vyuziti na nékolika olympiadnich prikladech.

Pohadka

General Konadra by rad zjistil, kolik ma vojakd. Svym bystrym okem odhadne,
ze jich zfejmé nebude vice nez 210. Jelikoz je liny vojaky pocitat, naridi jim, aby
se rozdélili do skupin. Kdyz je rozdélil do skupin po dvou ¢i po tfech, zbyl jeden
osamoceny vojak. Kdyz je rozdélil do skupin po péti ¢i po sedmi, zbyli nerozdéleni
t¥i vojaci. Po snadnych ivahach mu doslo, kolik vojakti maé.

Soustava kongruenci

Oznacéme si x pocet vojakia. Generdl se vlastné snazil vytesit nasledujici soustavu
kongruenci:

Je mozné vzdy najit néjaké feseni pro libovolny pocet kongruenci? Kolik takovych
feseni bude? Odpovédi na tyto otazky je nasledujici véta.

Véta. (Cinska zbytkova véta) Necht ny,...,n; € N jsou po dvou nesoudélna ¢&isla
ary,...,r, € N. Pak soustava kongruenci

x =711 (mod ny),

x =ry (mod na),

x =rg (mod ng),

ma praveé jedno feSeni x takové, ze 0 < x <mnj-...-ng.
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Priklady

Piiklad 1. Zjistéte posledni tii &islice ¢isla 24917,

Priklad 2. Dokazte, Ze pro kazdé n € N existuje n-tice po sobé jdoucich ¢isel
takovych, Ze pro kazdé z nich existuje prvoéislo p € N, ze p? | n.

Priklad 3. Dokazte, Ze pro kazdé n € N existuje n-tice po sobé jdoucich sloZenych
Cisel.

Priklad 4. Jsou déna ¢isla ay, ..., a,. Dokazte, Ze existuje K € N takové, ze K - a;
je mocnina pro kazdé ¢ € (1,...,n).

Priklad 5. Dokazte, Ze pro kazdé n € N existuje n-tice pfirozenych ¢isel takovych,
ze soucet libovolného poctu z nich je mocnina.

Priklad 6. Zkonstruujte nekoneénou rostouci posloupnost a, takovou, Ze pro
kazdé k € N obsahuje posloupnost a,, + k& pouze kone¢né mnoho prvocisel.
(Ceska MO 1997)

Priklad 7. Dokazte, Ze pro kazdé n € N existuje n-tice po dvou nesoudélnych
¢isel k1,...,ky, > 1 takova, ze ki - ko - ... -k, — 1 je soucin dvou po sobé jdoucich
prirozenych Cisel. (USAMO 2008)

Priklad 8. Dokazte, e pro kazdé n € N existuji a, b € N takové, ze n | 4a%+9b*—1.

Priklad 9. Mj¥izovy bod v roviné nazveme neviditelngj, pokud se na tiseGce spojujici
jej s pocatkem nachdzi dalsi mfizovy bod. Dokazte, Ze pro kazdé n € N existuje
¢tverec o rozmérech n X n se stranami rovnobéznymi s osami, jehoz n? m¥iZovych
bodt je neviditelnych. (Taiwan 2012)

Priklad 10. Rozhodnéte, zda existuje posloupnost, ktera obsahuje kazdé ptirozené
¢islo pravé jednou, a pro kazdé k € N plati, ze k | a1 +as + -+ - + ag.
(Ruska MO 1995)

Piiklad 11. Dokate, Ze pro kazda dvé réizna prvodisla p, ¢ plati, ze: p9= 1 4¢P~ 1 =
1 (mod pq).
Priklad 12. Necht f: N — N je funkce spliiujici:

(1) NSD(f(m), f(n)) =1« NSD(m,n) =1,
(2) n < f(n) <n+ 2017 pro kazdé n € N.

Dokazte, ze pro kazdé n € N a prvodcislo p plati, Zze p | f(n) implikuje p | n.
(TSTST 2012/3)
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Navody

1. 1000 =8-125

2. Zvolte si libovolnych n prvocisel.

3. Zvolte si libovolnych 2n prvocisel.

4. Kouknéte se na prvociselné rozklady ¢isel v n-tici a dopliite je na mocninu.

5. Uveédomte si, ze se jedna o dusledek prikladu 4.

6. Pro kazdé k zvolte prvocislo pg, které bude délit vSechny ¢leny a,, + k£ aZ na

kone¢né mnoho.
8. Pouzijte rozklad n na prvocinitele.

9. Chceme, aby soufadnice vSech téchto bodi byly soudélné. Zvolme n? prvoéisel
a naleznéme soufadnice levého dolniho bodu [z, y], aby tomu tak bylo.

10. Zkonstruujte ji rekurzivné. Pfidavejte ¢leny po dvou.
11. Pouzijte Malou Fermatovu vétu.

12. Hint neni. Pfece jenom to ma byt nejtézsi tlloha, ne?
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