Cinska zbytkova véta

MATEJ DOLEZALEK

ABSTRAKT. Ukéazeme si, jak se koukat na tlohy modulo vice ruznych ¢isel naraz,
jak tyto pohledy sklddat dohromady, a hlavné k ¢emu je to vSechno dobré. Dokazeme
Cinskou zbytkovou vétu a procvi¢ime dva hlavni zpiisoby jejiho pouziti: vyrabéni éisel
s hromadou dobrych vlastnosti v konstrukénich tlohéch a laméani problému na vice
mensich kouskt v dikazovych alohéch.

Definice. Cela ¢isla a, b nazveme nesoudélné, pokud mezi pfirozenymi ¢isly nemaji
jiného spole¢ného délitele nez 1.

Tvrzeni. (Bézoutova identita) Jsou-li a, b nesoudélnd celd cisla, pak existuji cela
x, y spliujici ax + by = 1.

Diikaz. Rozsiteny Eukleidiv algoritmus.
Tvrzeni. Pokud a | bc a zdroverl jsou a, ¢ nesoudélna, pak uz i a | b.
Tvrzeni. Necht jsou a, b nesoudélng a plati a | ¢, b | c. Potom plati i ab | c.

Definice. Rikame, Ze a, b jsou kongruentni modulo m, pokud m | a — b. Tento
vztah znac¢ime a = b (mod m).

Jinak feceno: a, b jsou kongruentni modulo m, pokud po déleni ¢islem m davaji
stejny zbytek.

Cviceni. (specidlni pfipad zbytkovky) Jsou-li mq,...,m; po dvou nesoudélni a
platiz = a (mod m;)proi =1,...,k,pakuziz =a (mod M),kde M = my ---my,.

Véta. (Cinska zbytkova) Budte ddna po dvou nesoudélnd p¥irozend my, ..., my a

libovolna cela ¢isla aq, . .., a;. Potom existuje celé ¢islo = splnujici

x = a; (mod my),

x = ag (mod my)

a vSechna takova x jsou si navzajem kongruentni modulo M = mq - --my.
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Cviceni. Méjme celd ¢isla by, . . ., by spliujici b; = (nj\i) (mod m;) pro kazdé 1.
Potom pro ¢; = mﬂ -b; plati ¢; =1 (mod m;) a¢; =0 (mod m;) pro j # i. Nasledné
lze v Cinské zbytkové vété spoéist = jako x = aic1 + - - - + axcy.

Piiklad. Jan Zizka si chtél po velké bitvé, do které vyslal 1200 bojovnikd, rychle
spocitat ztraty. Nechal si proto prezivsi bojovniky nastoupit postupné po tiech, péti,
sedmi a jedenacti. Nejprve mu zbyli dva bojovnici, poté dvakrat po tfech bojovnicich
a nakonec jich zbylo deset. Kolik bojovniki tedy prezilo?

Pouziti Cinské zbytkové véty jde rozlisit na dva hlavni pfistupy. V jednom si pro
néjaka ¢isla porucime vlastnosti, které jsou v tilloze uzitec¢né, a zbytkovka zatidi jejich
existenci. V druhém si vezmeme k srdci to, Ze (s jistymi omezenimi) kongruence plati
modulo M, pravé kdyz plati modulo jednotliva m,;. Formalné sice v obou pfipadech
délame totéz, ale jedna o dvé riizné strategie, kterymi lze tlohy fesit.

Cinska zbytkovéa véta umoziuje celoéiselné proménné poruéit libovolné mnozstvi
moduldrnich podminek, dokud jsou piislusnd modula vzajemné nesoudélna. Tu a
tam se hodi umét timto zpiisobem vycarovat nejen tak ledajaké c¢islo, ale dokonce
prvocislo. K tomu lze uzit nasledujici kanén — poznamenejme, Ze jeho dikaz daleko
presahuje moznosti béznych olympiddnich nastroju.

Véta. (Dirichletova) Necht jsou a, n nesoudélnd prirozend ¢isla. Potom existuje
nekoneéné mnoho prvodisel p spliiujicich p = a (mod n).

Obecnéji se Cinska zbytkova véta casto pouziva kombinovanim s néjakym dalsim
modularné zabarvenym tvrzenim. Hodit se proto muze tfeba nasledujici:

Véta. (mald Fermatova) Méjme celé ¢islo a a prvocislo p ¥ a. Potom aP~! = 1
(mod p).

Konstrukce Sikovnych Cisel
Uloha 1. Dokazte, ze pro kazdé n € N existuje n-tice po sobé jdoucich ¢isel, z nichz
kazdé je délitelné ¢tvercem néjakého prirozeného cisla vétsiho nez 1.

Uloha 2. Dokazte, ze pro kazdé pFirozené n existuje n po sobé jdoucich p¥irozenych
C¢isel, z nichz zadné neni prvociselnd mocnina.

Uloha 3. Uvazujme v roviné miizové body (a, b) s celoéiselnymi soufadnicemi. Bod
(a,b) je viditelng, pokud jsou a, b nesoudélné celd ¢éisla. Dokazte, Ze pro libovolné
n € N existuje ¢tverec n x n miizovych bodd, z nichz zadny neni viditelny.

Uloha 4. Dokaite, Ze pro kazdé piirozené ¢islo k lze zvolit 2k navzajem rtiznych

prirozenych ¢isel aq, ..., ak, b1, ..., by takovych, Zze zlomky
al a9 ag
77 7’ ceey —
b be by

jsou vSechny v zékladnim tvaru a tvofi aritmetickou posloupnost.
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Uloha 5. Jsou déna cela é&isla a, b takova, Ze pro viechna p¥irozend n plati
b*+nla™ +n.
Dokazte, ze a = b. (ISL 2005 N6)

Uloha 6. Rozhodnéte, zda lze piirozena éisla sefadit do posloupnosti ay,as, ...
(pFicemz kazdé pFirozené ¢islo se vyskytne pravé jednou) tak, aby pro kazdé ptirozené
n platilon | a; + -+ + ay.

Uloha 7. Najdéte vSechny trojice pfirozenych ¢&isel (a,b, c) takové, ze pro kazdé
prirozené n, které nema zadného prvociselného délitele mensiho nez 2014, plati

n+cl|a”+0b"+n.

(ELMO SL 2014)

Uloha 8. Budiz f: N — N funkce splitujici pro kazd4 a,b € N:

(i) f(a), f(b) jsou nesoudélnd, pravé kdyz a, b jsou nesoudélna.

(ii) a < f(a) < a+2012.
Dokazte, ze kdyz prvocislo p déli f(n), pak uzip | n. (USA TSTST 2012)
Uloha 9. Tabulka 2018 x 2018 je vydlazdéna dominy 2 x 1. Dokazte, ze lze do
policek vepsat prirozena cisla tak, ze:

(i) Soucet dvou ¢isel na kazdém dominu je vzdy stejny.

(ii) Libovolna dvé ¢isla, jejichz poli¢ka sousedi stranou, jsou nesoudélnd, préavé

pokud lezi na stejném dominu. (PraSe 37-4p—8)

Rozkladani a skladani modul

Uloha 10. Jsou dana dvé rizna kladné prvoéisla p, g. Dokazte, ze p?~ 1 +¢P~1 =1
(mod pq).

Uloha 11. Dokaite, ze 4 +9b> = 1 (mod n) m4 pro libovolné pfirozené n fesent.

Uloha 12. Je dano pfirozené ¢islo n. Budiz A mnoZina téch &isel a € {1,2,...,n},
kteréa splituji a? = a (mod n). Dokazte, Ze pocet prvkii A je mocnina dvojky.
(PraSe 40-3s-1)

Uloha 13. Necht ¢(n) znaéi poéet ¢isel z mnoziny {1,...,n}, ktera jsou nesou-
délné s n. Vyjadiete p(n) pro n s prvoéiselngm rozkladem pf* - - pkr.

Uloha 14. Dokazte, Ze pro kazdé n € N existuje n-tice po dvou nesoudélnych ¢isel
ki,...,ky, > 1takova, ze ki -ko - - - k;, — 1 je soucin dvou po sobé jdoucich prirozenych
Gisel. (USAMO 2008)

Uloha 15. Rozhodnéte, zda existuje pfirozené n takové, Ze pro libovolné celé ¢islo
2 nemé z2 + 2 + n zadného prvoéiselného délitele mensiho nez 2021.
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Uloha 16. Jsou dana pfirozen ¢isla a > b > ¢ > 3 spliujici
al|bc+b+e, b|ca+c+a, c|ab+a+b.
Dokazte, ze alespon jedno z a, b, c je slozené ¢islo.

Uloha 17. Jsou déna pfirozend &isla n,k > 2 a k-tice po dvou rfiznych ¢&isel
ai,...,ar z mnoziny {1,2,...,n} takovd, ze n | a;(a;41 — 1) proi =1,..., k — 1.
Dokazte, ze n f ax(a; — 1). (IMO 2009/1)

Uloha 18. Pro koneénou mnozinu X pfirozenych é&sel necht S(X) znaéi soucet
jejich prvki a P(X) jejich soucin. Déle uvazujme dvé koneéné mnoziny pfirozenych
Cisel A, B takové, ze |A| = |B|, P(A) = P(B), ale S(A) # S(B). Pokud pro kazdé
n € AU B a jeho prvoéiselného délitele p plati p®6 | n, ale p37 t n, dokaite, ze
IS(A) — S(B)| > 10°. (NIMO 2013)

Navody

1. Pfedepis kazdému cislu ¢tvercového délitele.
2. Ptedepis kazdému ¢islu dva prvociselné délitele.

3. Poruc si pro kazdy bod hledaného ¢tverce prvocislo, kterym maji byt souradnice
soud€lné.

4. Vezmi zkracenou posloupnost LI'\*,I, ceey % pro vhodné z, N. Jednotliva b; odlis
zkracenymi prvocisly, a; pak uz odlisis snadno.

5. Vyrob pro a — b hodné prvociselnych déliteli. Modula p a p—1 jsou nesoudélna!
6. Pridavej ¢leny po dvou — jeden zvol libovolné a jeden urci.

7. S pomoci kanénu ukaz, ze a + b — ¢ ma hodné prvociselnych délitelt. Navol si
zbytky v riznych modulech dle libosti nejprve pro p, potom pro n.

8. Zkus nejdiiv zapomenout na n, p a pomoci zbytkovky zkonstruovat takové x,
7e f(x) = 2. Potom do vyrobniho procesu ptidej 2 =0 (mod p), x =1 (mod n).

9. Vypliuj na jednotliva domina dvojice ¢isel S+x; podle Sachovnicového obarveni.
Kdekoliv ma dvojice ¢isel byt soudélna, zvol si na to zvlastni prvocislo.

10. Podivej se zvlast mod p a mod q.

11. Vyfe$s modulo prvociselné mocniny. Mocniny 2 a 3 jsou trochu vyjimecéné,
ostatni jsou snadné.

12. Nejprve vytes prvociselné mocniny.
13. Nejprve vyres prvociselné mocniny.

14. Jen se chce, aby x? + x + 1 umélo mit hodné& prvoéiselnych délitelé. Pouprav
dtikaz existence nekone¢né mnoha prvocisel.

15. Polynom z? + 2 neumi modulo p nabyvat véech moznych hodnot — podle toho
navol n mod p pro p < 2021.
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16. Sloz do modula abc.

17. Z ptfedpokladu sporu dokaz, ze budto a; = 0 (mod p") pro vSechna i, nebo =1
pro vSechna 1.

18. Soudin prvodcisel p, pro néz p — 1 | 36. Kdyz se misto malého Fermata pouZije
Euler, Ize odhad vylepsit az na asi 6 - 107.
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