Cinska zbytkova véta
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ABSTRAKT. Na pfednasce si dokdZzeme Cinskou zbytkovou vétu a vyfesime s ni né-

kolik tézsich uloh vyskytujicich se napfiklad v MO.
Pohéadka na dobrou . .. vlastné na Gvod

Jeden cinsky general pofadal vojenskou prehlidku, na kterou se mél dostavit sam
velky cisaf. Aby se cisafi prehlidka libila, rozhodl se general, Ze budou vojaci po-
chodovat v pravidelném (obdélnikovém) zastupu. Kdyz je ale nechal sefadit do sed-
mistupu, jeden vojak prebyval. Generalovi se zdalo skoda toho vojaka zastfelit, ne-
chal tedy vojaky nastoupit do osmistupu. Bohuzel to zase nevyslo — dva vojaci zbyli.
Pro devitistup zbylo vojaki Sest. To uz se general rozzlobil a fekl si, ze se radéji po-
diva, kolika vojaktm to vlastné veli. Nemohl si ale vzpomenout, kam si to ¢islo
napsal, pouze si pamatoval, Ze jich bylo méné nez 500. Poradite mu?

Soustavy kongruenci

Umluva. Cislem myslime piirozené é&islo, neni-li fe¢eno jinak. Nejvétsi spolecny
délitel &isel a, b zna¢ime (a, b). Mocninou myslime ¢islo tvaru n* pro k > 1.

Jisté jste odhalili, Ze general z pohaddky potfeboval vyfesit soustavu kongruenci

x=1 (mod 7),
x =2 (mod 8),
=6 (mod 9).

Obcas se to mtze hodit i ndm, proto se podivame na to, kdy a jak je to mozné.

Véta. (Cinska zbytkovd) Necht jsou celd ¢isla ny,...,n; po dvou nesoudélnd a
r1,...,7% € Z. Pak soustava kongruenci

=711 (mod nq),

x =ry (mod ny)
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ma pravé jedno feSeni x takové, ze 0 < x < nj-ng- - ng.

Poznamka. (O soudélnosti modultt) Bez podminky o nesoudélnosti je soustava
Fesitelnd pravé tehdy, kdyz pro kazda 1 < ¢,j <n plati r; = r; (mod (n;,n;)).
Cviceni. Pfedchozi véta ndm zarucuje existenci néjakého feseni. Jak jej ale najit?
Dorteste tlohu z pohadky.

Ulohy
Uloha 1. Je dano piirozené &islo n. Ukazte, Ze existuje n po sobé jdoucich &isel
takovych, Ze kazdé z nich je délitelné alespon dvéma raznymi prvocisly.

Uloha 2. Rozhodnéte, zda existuje nekoneéna mnozina K C N takova, Ze kdykoliv
p je prvoéislo a k € K, pak p? + k je slozené.

Uloha 3. Jsou dana ¢isla ay, ..., a,. Dokazte, ze existuje M € N takové, Ze pro
kazdé 1 < i <n je M - a; mocnina.

Uloha 4. Dokaite, ze existuje 2014 po sobé jdoucich ¢&isel, z nichz zadné neni

mocninou.

Uloha 5. Dokaizte, Ze existuje &islo n takové, Ze pro libovolné celé ¢islo k nema,
¢islo k% + k + n zaddného prvociselného délitele mensiho nez 2008. (CPS 2008)

Uloha 6. Rozhodnéte, zda existuje posloupnost obsahujici kazdé pfirozené ¢&islo
pravé jednou takova, aby soucet jejich prvnich k ¢lent byl délitelny k, kdykoliv
ke N. (Ruskad MO 1995)

Uloha 7. Dokaizte, 7e kazdy zbytek modulo liché n > 3 lze vyjadiit jako soudet
nebo rozdil dvou zbytkt modulo n nesoudélnych s n.

Uloha 8. Ukaite, Ze existuje nekoneéné rostouci posloupnost piirozenych é&isel a,,
takova, ze kdykoliv k > 0, pak posloupnost b,, = k+ a,, obsahuje jen koneéné mnoho

prvodisel. (Ceska MO 1997)
Uloha 9. Necht n € Naay,...,ar (k> 2) jsou navzajem riizné cela ¢isla z mno-
ziny {1,...,n} takovd, ze pro kazdé i = 1,...,k — 1 je ¢islo a;(a;+1 — 1) délitelné n.
Dokazte, ze ¢&islo ay(a1 — 1) neni délitelné n. (IMO 2009)

Uloha 10. Miizovy bod v roviné nazveme neviditelngm, pokud tsecka, ktera jej
spojuje s pocatkem, obsahuje néjaky dalsi mfizovy bod. Dokazte, Ze existuje Ctverec
se stranami rovnobéznymi s osami a rozméry 100 x 100 tak, Ze vSechny jeho mfizové
body jsou neviditelné.

Uloha 11. Najdéte vSechna pfirozena n takova, Ze existuji ¢isla by, ..., by, ktera
nejsou v8echna stejnd, tak, ze pro kazdé k je (b1 + k)(b2 + k) - - - (b, + k) mocnina.

Uloha 12. Necht P(z) je polynom s celo¢iselnymi koeficienty. Cisla ay, . . ., a,, maji
tu vlastnost, ze pro kazdé z € N je existuje i € {1,...,n} tak, ze a; | P(z) . Dokazte,
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ze pak existuje j € {1,...,n} takové, ze pro kazdé = € N plati a; | P(z).
(St. Petersburg MO)

Uloha 13. Ukaste, Ze existuje piirozené ¢islo k takové, ze k- 2" + 1 je slozené pro
kazdé n € N.
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