Cinska zbytkova véta
|

Ansa Lauschmannova

Motivacni priklad

Méme nékolik predméti, jejich pocet neni zndm. Kdyz je postupné rozdélujeme do
trojic, zbydou dva; pfi déleni do pétic zbydou t¥i; pfi déleni do sedmic zbydou opét
dva. Jaky pocet pfedmétt mame? (Sun Tsu Suan Ching, 4. stoleti)

Historka s moralnim ponaucenim

Stara zena sla na trh. Do jejiho kosiku s vejci kopl kun a vejce se rozbila. Majitel
koné Zené nabidl, Ze zaplati $kodu, a ptal se, kolik méla v kosiku vajec. Ale Zena je
stard a nepamatuje si to. Vi jen, ze kdyz je z kosiku vyndavala po dvou, zbylo na dné
jedno vajicko. Totéz se stalo, kdyz je vyndavala po tiech, po ¢tyfech, po péti a po
Sesti, ale kdyz je vyndavala po sedmi, nezbylo na dné zadné. Jaky nejmensi pocet
vajec mohl byt v kosiku? (Brahmagupta: Brahma Suatra Siddhanta, 7. stoleti)

Znaceni.
e (n1,n2) — nejvétsi spoleény délitel ¢isel nl a n2
e nsn(nl,n2) — nejmensi spoleény nésobek cisel nl a n2

Lemma. Soustava dvou kongruenci
xz =71 (mod ny),
x =12 (mod ng)

Jje Fesitelnd, pouze pokud r1 = ro (mod (n1,n2)). Existuje jediné nezdporné feseni
mensi nez nsn(ny, na).

Véta. (Cinska véta o zbytcich) Mé&jme po dvou nesoudélnd é&isla ny, ..., ny € N
a nezdpornd cela ¢isla r1, ..., rp € NU{0} takovd, ze r1 < ni, ..., ry < ny. Pak
soustava rovnic

z =7y (mod ny),

x =71 (mod ny)

mé vzdy nezdporné feseni x € NU {0}. Existuje jediné nezdporné feseni x mensi nez
n1-ng - ng.

Dusledek. Soustava kongruenci x = r; (mod n;), i = 1, ..., k, je FeSitelnd pravé
tehdy, kdyz pro kazdé 4, j (1 < i < j < k) plati a; = a; (mod (ni,nj)). Je-li tato pod-
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minka splnéna, existuje celé ¢islo y takové, Ze soustava je ekvivalentvni s kongruenci
z =y (mod nsn(ny,...,ng)).

Priklad. Zjistéte, jestli existuje 21 po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel, z nichz kazdé
je délitelné jednim nebo vice prvocisly z intervalu (2,13).

Definice. Necht M je mnozina. Rekneme, Ze funkce f je bindrni operace na M,
jestlize M # ( a f je zobrazeni z M x M do M. Pro a,b € M obvykle f(a,b)
zapisujeme jako a - b, ab (multiplikativni zapis) nebo a + b (aditivni zdpis). Mnozina
M se nazyva uzaviend vzhledem k operaci f, jestlize pro kazdé a,b € M platiafb e M.
Rekneme, ze bindrni operace - je asociativni, pokud Va,b,c € M ((a-b)-c) = (a-(b-c)).
Rekneme, Ze binarni operace - je komutativni, pokud Ya,b € M a-b = b - a. Prvek
e mnoziny M nazveme neutrdlni prvek, pokud Va € M a-e = e -a = a. Rekneme,
%e b je inverzni prvek k prvku a a piSeme b = a” !, pokud b-a = a - b = e. Pokud
pouzivame aditivni zapis, mluvime obvykle o opacném prvku a piSeme —a.

Definice. Struktura (M, +,-,0,1) se nazyva komutativni okruh, pokud jsou splnény
nasledujici podminky:

1) M #0 a+ a - jsou bindrni operace, vzhledem ke kterym je M uzaviena.

2) Obé operace + a - jsou asociativni a komutativni.

3) 0 je prvek neutralni vici +, 1 je prvek neutrdlni vadi -, 0 # 1.

4) Vzhledem k + existuje ke kazdému prvku prvek opacny.

5) Plati distributivita, tj. Va,b,c€ M a-(b+¢c)=a-b+a-c.

Definice. Rekneme, Ze okruh je obor integrity, pokud Va,b (ab = 0) — (a = 0 nebo
b =0). Rekneme, Ze a déli b, a piSeme a|b, pokud 3z : ax = b. Obor integrity nazveme
bezoutovsky, pokud Va,b Jz,y (ax + by|a) & (ax + by|b).

Priklad. Bezoutovské obory integrity jsou napt

1) (Z,+,-,0,1),

2) (Zp,+p, p,0,1), kde p je prvocislo a +p, -p znadi s¢itdni a nasobeni modulo p,

3) (Qlz],+,-,0,1), kde Q[z] je mnozina vSech polynomu s racionalnimi koeficienty, +
a - znaci bézné séitani a ndsobeni polynomu, 0 znaéi funkci p(z) = 0 a 1 znadi funkeci
p(z) =1.

Véta. (Lagrangeova interpolaéni metoda) Ke kazdym dvéma k-ticim ¢isel by, ... ,
b, 1, ... , Ty existuje polynom p(x) stupné k—1 takovy, ze Vi p(b;) = r;. Oznacéime-li

Pi(w) = (2 =b1)(@—bg) -+ (@ —bj—1)(@—bi41) -+ (2= by), pak p(x) = S5y Frie

Na prednésce si ukazeme, ze toto reSeni je jednoduchym disledkem zobecnéni
¢inské zbytkové véty pro bezoutovské obory integrity.
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