Ciferné soucty

I Lenka Slavikova

Uvod
ukdZeme si, jak jich vyuZit pfi feSeni konkrétnich piikladt. Ackoliv lze ciferny
soucet Cisel pocitat v soustavich o riznych zakladech, my se omezime vyhradné
na soustavu desitkovou.
Jak jisté vis, kazdé prirozené ¢islo n 1ze napsat pravé jednim zptisobem ve tvaru

n:ak-10k+ak,1-10k_1+~-~+a1-10+a0,

kde k je nezdporné celé ¢islo, a; € {0,1,...,9} pro i € {0,1,...,k}, ar # 0.
Cifernym souctem ¢isla n budeme rozumét éislo s(n) = ag+ a1 + -+ - + ag.

Tvrzeni. Necht m,n jsou pfirozena Cisla. Pak plati
s(n)=n—9 Ek>1 \_1ok 1
) = (mod 9),

m+ ) s(m) + s(n),
s(mn) < s(m)s(n).

Priklad. (motiva¢ni, lehky) DokaZte, Ze mezi 39 po sobé jdoucimi pFirozenymi
¢isly muzeme vzdy najit néjaké, jehoz ciferny soucet je délitelny 11.
(Ruska MO 1961)

vy v

Rizné metody pouZivané pri reSeni prikladii

Vyuziti poznatki z Tvrzeni
Zac¢neme jednoduchym piikladem na aplikaci nerovnosti (iii) (misto ni muzes po-
uzit rovnéz nerovnost (iv)).

Priklad 1. Dokazte, Ze pro kazdé pfirozené ¢islo n plati s(2n) < 2s(n) <
< 10s(2n). (MKS 2004)
Reseni. Plati s(2n) = s(n +n) < s(n) + s(n) = 2s(n), z ¢ehoz plyne prvni
z dvojice nerovnosti, které chceme dokazat. Nyni si uvédomime, Ze s(n) = s(10n),
a podobné jako v pfedchozim piipadé dostdvame s(n) = s(10n) = s(2n + 2n +
+2n 4+ 2n + 2n) < 5s(2n).

Priklad 2. Dokaite, Ze pro kazdé prirozené ¢islo n plati s(8n) > &5(n).
(Lotysska MO 1995)
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Dobra Voda '10

V nasledujicich ptrikladech vyuzijeme faktu, Ze ciferny soucet libovolného pfiro-
zeného ¢isla dava po déleni 9 stejny zbytek jako ¢islo samé (vlastnost (ii) zminéna
vyse).

Priklad 3. Existuje piirozené &islo n takové, Ze s(27) = s(27+1)?
Priklad 4. Najdéte vSechny mozné hodnoty cifernych souc¢tti druhych mocnin
prirozenych ¢isel. (Doméci kolo MO 1993)

Dalsi nerovnost pro ciferny soucet

Pro ciferny soucet prirozeného ¢isla n plati nasledujici jednoduché nerovnost:
s(n) < 9(|logn| +1)

(Vyrazem logn budeme v celém tomto textu rozumét desitkovy logaritmus ¢isla
n.) JelikoZ vyraz na pravé strané neni nic jiného nez devitindsobek poctu cifer
¢isla n, celd nerovnost ika pouze to, ze mezi vSemi k-cifernymi ¢isly mé nejveétsi
ciferny soucet ¢islo 99...99. Diky zndmé vlastnosti logaritmu loga® = bloga je
pravé uvedena nerovnost Casto uzite¢na pii feseni prikladt, v nichz se vyskytuji
ciferné sou¢ty mocnin pfirozenych ¢isel.

Priklad 5. Urcete hodnotu vyrazu s(s(s(44444444))). (IMO 1975)

Priklad 6. Dokazte, Ze pro kazdé ptirozené ¢islo N existuje pfirozené ¢islo n >
> N takové, ze s(3") > s(37F1). (Ruska MO)

Vlastnosti ¢isel tvaru 10% — 1
Jiz jsme si vsimli, ze ¢islo

99...99 =10 — 1

—_—

k

ma nejvétsi ciferny soucet mezi vemi k-cifernymi ¢isly. Nyni se presvédcime, Ze
stejny ciferny soudet jako 10¥ — 1 méa i pomérné velk§ pocet nasobki tohoto &isla.
Tvrzeni. Necht k je piirozené ¢islo. Pak kazdy nasobek ¢isla 10F — 1 m4 ciferny

soucet alesponi 9k. Je-1i navic n pfirozené ¢islo sphiujici 1 < n < 10*, plati dokonce
s(n(10% — 1)) = 9k.

Nasledujici priklad ukazuje, Ze vlastnost, kterou jsme si pravé uvedli, je pro
¢isla tvaru 99...99 charakteristicka.
Piiklad 7. Dokazte, ze pfirozené &slo n > 1 je tvaru 10¥ — 1 pro néjaké k
piirozené, pravé kdyz plati s(n) = s(2n) = --- = s(n?).
(Soutéz Jézsefa Kiirschaka 1989)
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Ukazme si par aplikaci pfedchoziho tvrzeni:

Priklad 8. V zavislosti na n pfirozeném urcete hodnotu vyrazu

$(9-99-9999---99...99).
—_—
2n

(USAMO 1992)

Priklad 9. Dokazte, Ze pro kazdé prirozené ¢islo n existuje n-ciferné prirozené
¢islo N, které je délitelné svym cifernym souctem a jehoZ vSechny cifry jsou nenu-
lové. (IMO 1998 Shortlist)

Priklad 10. Necht S je mnozina pfirozenych éisel, v jejichz desitkovém zapisu
jsou pouze nuly a jednicky, pficemz jednicek je nejvyse 1988. Dokazte, ze existuje
prirozené ¢islo, které nedéli zadny prvek mnoziny S. (Turnaj mést 1988)

Priklad 11. Dokazte, Ze pro kazdé prirozené ¢islo k existuje nekonecné aritme-
tickd posloupnost s diferenci nesoudélnou s 10 takova, Ze ciferny soucet kazdého
jejiho ¢lenu je alespon k. (IMO 1999 Shortlist)

Omezenost posloupnosti tvaru s(a”m)

Tvrzeni. Necht a, m jsou pfirozend ¢isla. Pak posloupnost s(a™m) je omezend,
pravé kdyz a = 10* pro néjaké nezaporné celé éislo k.

Posledni ptiklad této prednasky je (mozna trochu pfekvapivou) aplikaci pted-
choziho tvrzeni.

Priklad 12. Necht a, b jsou pfirozena éisla takova, ze s(an) = s(bn) pro vSechna
piirozené ¢isla n. Dokazte, Ze a/b = 10* pro né&jaké celé ¢islo k.
(Adrian Zahariuc, Gabriel Dospinescu)
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