Cauchyova rovnice
| David Stanovsky

Funkcionalni rovnice se lisi od béznych, na stfedni skole feSenych, rovnic tim, Ze
neznamou neni ¢islo, ale funkce. Hleddme (obvykle spojitou) funkci splitujici danou
identitu. Zptsobu feseni je velké mnozstvi. Cauchyova rovnice je jednou z dilezitych
funkciondlnich rovnic. Jeji postup feSeni je pomérné originalni a pou¢ny, proto nebude
ztratou Casu vénovat této jedné rovnici celou prednasku.

Spojita reseni

Uloha. Naleznéte viechny spojité funkce f : R — R takové, e Vz,y € R plati

f@)+ fly) = f(z+y).

Obecné platny postup pri feSeni funkcionalnich rovnic je dosazeni nékolika spe-
cidlnich hodnot za proménné. Zkusme x =y = 0:

f(0) + £(0) = f(0) = f(0)=0
Déle dosazujme postupné y =z, y = 2z, ..., ¢imz mame
2f(z) = f(22), f(z) + f(22) = 3f(z) = f(3x),. ..
Nabizi se prvni pozorovani.
Pozorovani. (1) VkeN kf(z) = f(kx)
Dusledek. Vk € N f(k) = ck pro konstantu ¢ = f(1) € R.

R4di bychom, aby toto tvrzeni platilo nejen pro pfirozena ¢isla. V dalsim kroku
proto rozsifime toto tvrzeni na ¢isla racionalni.

Vezméme ¢islo ¢ = It € Q a y = gx. Pak ny = mux, proto také f(ny) = f(mz).
Podle predchoziho pozorovani (m,n € N) f(ny) = nf(y) = mf(z) = f(mz). A tedy
fy) = flgz) = 2 f(x) = q(fz), coz jsme chtéli dokazat.

Pozorovani. (2) VYqeQ qf(x)= f(gx)

Dusledek. Vg € Q f(q) = cq pro konstantu c = f(1) € R.
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Povsimnéte si, Zze jsme dosud nepotiebovali predpoklad spojitosti f.

Nyni pfijde klicovy krok — rozsifeni pozorovani na vSechna realna cisla. Pro
spojité funkce plati nasledujici véta.

Véta. (Heineho véta) Necht f je spojita funkce na R, zn, — x. Pak

lim f(zn) = f(x).

n—oo

Pro kazdé redlné cislo z existuje posloupnost racionalnich cisel gn takova, ze
gn — x. Proto mtizeme psat (za pouziti pozorovani a Heineho véty)

f(z) = flimgn) = lim f(gn) = lim g f(1) = f(1) limgn = f(1)z.

Tim mame dokazano, ze
f(x) =cz,ceR

jsou jedina spojita feSeni Cauchyovy rovnice, pficemz ¢ = f(1).

Nespojita reSeni

Uloha. Naleznste viechny funkce f : R — R takové, ze Vz,y € R plati

f@)+ fly) = flx+y).

Napohled zanedbatelnd modifikace ptivodniho znéni tlohy jeji feSeni znacéné
komplikuje. Pozorovani (1) a (2) sice nadale plati, avSak neni mozné provést ana-
logii tfetiho kroku. Ke slovu musi pfijit vyssi matematika. Ja pro ilustraci ukazi, jak
se zkonstruuji néjakd nespojitd reseni této tlohy, o tplné feseni se vSak pokouset
nebudu.

Lemma. Necht H je bdze vektorového prostoru R nad Q, zvolme hg € H. Pro
x =roho +r1h1 + -+ + rphy, 7 € Q, definujme funkci f piedpisem f(z) = rg. Pak
funkce f je fesenim Cauchyovy rovnice.

Jak vidite, pro konstrukci nespojitych feseni pouzivam nékolik vam asi nezna-
mych pojmu. Zde je jejich vysvétleni:

Definice. Vektorovy prostor V nad télesem T je mnozina, na které je definovano
séitani (asociativni, komutativni, s inverzi, s jednotkou) a ndsobeni prvky z T tak, Ze
platiVv,w e V,a,B €T :
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(i) a(Bv) = (af)v

(i) (a+Bv=av +pv

(iii)) a(v+w) =av+ Pv

(iv) lv=w

Definice. v =LK(vi,...,vn) znadi 3 aq,...,an € T v=aqvy + -+ anvn

Definice. Linedrni obal vektori vi,...,vn se nazyvd mnozina (vi,...,vn) = {v €
V:iv=LK(v1,...,vn)}.

Definice. Vektory v1,...,vn nazveme linedrné zavislé, je-li v, = LK(v1,...,vp—1).
Jinak tyto vektory nazveme linedrné nezdvislé.

Definice. Bdzi vektorového prostoru V nad T nazveme mnozinu {vy,...,vn}, pokud
jsou vektory vi,...,vn linedrné nezavislé a (vy,...,vn) = V.

Dokézat platnost lemmatu o fesenich Cauchyho rovnice je ted snadné. Necht
x =rghg +rihy1 + -+ rihg y = sohg + s1h1 + -+ + sphg.

Pak
x4+y=(ro+so)ho+ (r1 +s1)h1 + -+ (rg + sg)hg.
Cili
f(x)=ro, f(y)=s0, f(x+y)=r0+s0.

Nyni jiz je vidét, ze skutecné

f@)+ f(y) =ro+so = f(z+y).
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