Cauchyho tajemstvi

| Pavel Salom

ABSTRAKT. Prispévek na prikladech ukazuje dvé techniky p¥i pouzivani AG
nerovnosti a Cauchyho nerovnosti.

Co se predpoklada

Na prednasce se bude piedpokladat, Ze vsichni znaji Cauchyho nerovnost, AG
nerovnost a jsou zvykli na zapis pomoci cyklickych sum. Hodit se bude téz Schurova
nerovnost. Podrobnosti se lze docist v leto$nim seridlu. Pro pfipomenuti

Tvrzeni. (Schurova nerovnost) Pro a,b,¢ > 0, k € N, plat{
a®(a —b)(a—c)+b"(b —a)(b—c)+c(c —a)(c—Db) >0.

Tvrzeni. (Cauchyho nerovnost) Nechtn € N auy,ug,...u, € R, v1,v9,...v, €
R. Pak plati

(uf +uj+ -+ ud) (V] + 03+ +02) > (w1 + ugva + -+ Uy vy) R

Tvrzeni. (CS zlomkobijec) Necht n € N a ay,az,...,a, € RT, by, ba,... b, €
R*. Pak plati

a1 as an (1/a1+\/a2+~-~+w/an)2
_+__|_..._|__2 .
br by bn bi+bo+ -+ by

Tvrzeni. (CS na odmocniny) Nechtn € Naay,as,...,a, € RY, by, ba,.... b, €
R*. Pak plati

Vb + Vagby + -+ Vanby < V(a1 +az + -+ an)(br +ba + -+ by).

Co nam Cauchy zatajil

Ukazeme si dva nové pristupy k FeSeni nerovnosti obsahujici zlomky a odmoc-
niny. To vétsinou byvaji pravé ty méné piijemné nerovnosti. Prvni z nich by se
mohl jmenovat ,,AG zlomkobijec“, protoze se hodi na zlomky podobné jako CS
zlomkobijec. Ukazme si jej na piikladé.

Priklad. Pro kladni a,b, ¢ spliujici a + b 4+ ¢ = 3 dokazte

a 3
Z:1+b2 =%

cyc
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Ndvod. Upravou a jednoduchym AG dostaneme

a ab? ab? ab
=a a——=a— —,

1+b2 1k T 2 2

coz spolu s jednoduchou nerovnosti 3(ab + bc + ca) < (a + b+ ¢)? = 9 uz dava
dokazovanou nerovnost.

Druhy pfistup se tykd odmocnin. CS na odmocniny funguje dobfe pro odhad
jednim smérem, ale co kdyZ potfebujeme odhad druhym smérem? Na prvni pohled
se muze zdat, ze s pouzitim Cauchyho nerovnosti p¥ilis nepochodime, ale opak je
pravdou. Heslo zni: ,Neboj se umocnit!“

Piiklad. Budte a,b,c € RT pevna. Pro z,y, 2z € R takové, 7e 22 + 32 + 22 =1,
dokazte

Z\/a2x2+b2y2+c2z2 >a+b+ec

cyc

Ndvod. Po umocnéni chceme dokézat uz jen

2 Z V(@222 + b2y 4 222) (a2y? + b222 + c222) > 2(ab + be + ca).

cyc

Pouzitim Cauchyho nerovnosti (¢leny pfeskupime, aby §lo pouziti CS lépe vidét)

V(@222 + 0292 4 222)(c222 + a2y? + b222) > acx® + aby® + bez?
a sectenim analogicky ziskanych nerovnosti, dostaneme dokazovanou nerovnost.
Priiklad 1. Pro kladna a, b, ¢, d spliujici a + b+ ¢ + d = 4 dokazte

Z 1+ab20 22

cyc

Priklad 2. Pro kladné a,b, ¢, d dokazte

Z a® at+b+c+d

a2 4 b2 — 2

cyc

Priklad 3. Pro kladna a,b, ¢ spliiujici a + b + ¢ = 3 dokazte
2

> arap !

cyc
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Priklad 4.

Priklad 5.

Priklad 6.

Priklad 7.

Priklad 8.

Priklad 9.

Priklad 10.

Priklad 11.

Priklad 12.

Priklad 13.
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Pro kladna a, b, ¢, d spliujici a + b + ¢ + d = 4 dokazte

1
Zl—f—aQZQ

cyc

Pro kladna a, b, ¢, d spliujici a + b + ¢ + d = 4 dokazte

1+ ab
- >4
S

cyc

Pro kladné a, b, ¢ spliwjici a? + b? + ¢ = 3 dokazte

1
224—@3 =1

cyc

Pro kladné a, b, ¢ spliwjici a? + b? + ¢ = 3 dokaizte

1
22_a23.

cyc

Pro nezaporna z,y, z spliujici £2 + y2 + 22 = 1 dokazte

Sy1-(5Y) 2

Pro kladna a, b, ¢ dokazte

a abc
2\ Z2\/1+ @+ )b+ octa)

cyc

Pro nezaporna a, b, ¢ spliujici a + b + ¢ = 1 dokazte
Z\/a—l—(b—c)Q > V3.
cyc

Pro nezaporna a, b, ¢ spliujici a + b + ¢ = 2 dokazte

Z\/a—;b—abzﬁ.

cyc

Pro nezaporna z, ¥y, z spliiujici £2 + 2 + 22 = 1 dokaite
Z\/l —zy\/1 —yz > 2.
cyc

Pro nezaporna x,y, z spliujici = 4+ y + z = 1 dokazte



