Cauchy-Schwarzova nerovnost

ALCA SKALOVA
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Cauchy-Schwarz (zkracujeme CS) je hned po AG nerovnosti! nejdtlezitéjsi nerov-
nosti s Sirokym uplatnénim. TTFi nejbéznéjsi zptsoby se naucime na néasledujicich
prikladech.

Véta. (Cauchy-Schwarzova nerovnost)
Pro kazdé dvé n-tice uy,usa,...u, € R avy,vs,...v, € R plati

(uf+ud+-+ul) (v + 05+ 02) > (urvr + ugva + -+ upvy)?,

pricemz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz existuje A € R takové, ze u; = Avy,
Uy = Ao, ..., Up = AUp.

Klasicky CS

Priklad 1. Bud ABC trojuhelnik o stranach a, b, c a K LM trojuhelnik o stranach
k, I, m. Ukaz, ze

(a® + 0% + ) (k* + I + m?) = (ak + bl + cm)?,
pravé kdyz AABC ~ AKLM.
Priklad 2. Dokaz nasledujici nerovnosti pro kladna ¢isla a;, i =1...n € N:
(i) (a1 +a2+---+an) ($+%+---+(%n) > n?,
(i) n(af +a3+---+a2) > (a1 + a2+ +an)?
Piiklad 3. Pro z,y,z € RT dokaZ, Ze plati
0) w5y T oe 2 e
(i) 14(z2 + 9%+ 22) > (z + 2y + 32)°.
Piiklad 4. DokaZ nerovnost pro z,y,z € R*:

x2 y2 22 >a:+y—|—z.

+ 2
y+z z4+zx y+ox 2

ITak fikAme nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem.
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CS a zlomky

Tvrzeni. (CS zlomkobijec)
Necht n € N. Déle budte a1, as, . ..a, € RT, by,ba,...b, € RT. Pak plati

2
<ﬂ+@+...+a—") > (Ve + /a2 + - + /an)
bl b2 bn o b1+b2+"'+bn .

Priklad 5. Budte a, b, ¢, d kladna ¢&isla spliiujici a + b+ ¢ + d = 1. Ukaz, ze plati
a® b2 c? d? 1

>
atb btec ctd dta-2

(Irskd MO)
Piiklad 6. Pro a,b,c € RT dokaZ nasledujici nerovnost:
a b c 3
> —.
b+c+c+a+a+b -2

(Nesbittova nerovnost)
Piiklad 7. Pro kladné ¢isla a, b, ¢ dokaz nerovnost

a n b n c S
b+2c c¢c+2a a-+2b—

1.

(Cesko-slovensko-polské stietnuti)

Priklad 8. Necht a, b, ¢ jsou kladna éisla, jejichZ soudin je roven jedné. DokaZ, ze
plati

1 n 1 " 1 > 3
as(b+c) b(a+c) Ab+a) 2
(IMO 1995)
CS a odmocniny
Tvrzeni. Bud n piirozené &islo a ay,as,...,a,, bi,ba, ..., b, Cisla kladnd. Pak

plati
Varby + Vaghy + -+ Vanby < V(a1 +az+ -+ an) (b +ba + -+ bn).
Priklad 9. Pro vSechna x € R, pro kterd mé leva strana smysl, dokaZ nerovnost
Vo +1++22—3++/50 -3z <12.
Piiklad 10. Dokaz nasledujici nerovnosti pro a,b,c € R*:
(i) Vad + VB3 + VA3 < \fla+b+c)(a®+ b2+ 2),
(it) Va® + Vb3 + Ve < \/3(a® + b5 + ¢3),
(iit) avb+ by + cy/a < \/(a+b+c)(a + b2 + c2).
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Priklad 11. Kladna ¢isla z,y, z > 1 spliauji + + i + % = 2. Dokaz, ze

x

\/x—l—l—\/y—l—i-\/z—lg\/x—l—y—i—z.

(Iranska MO 1998)

Piiklad 12. Pro kladna ¢isla a, b, ¢ dokaZ nerovnost

a b c
+ + > 1.
Va2 +8bc Vb2 +8ac /2 + 8ab

(IMO 2001)
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