Catalanova cisla

MARTIN RASKA

ABSTRAKT. Catalanova ¢isla jsou vedle kombinacnich ¢isel jedny z nejcastéji se vy-
skytujicich posloupnosti ¢isel v kombinatorice. V tomto pfispévku si predstavime, co
to vlastné je, a podivame se na prekvapivé mnozstvi tloh, kde hraji roli.

Definice. Obdélnikem m X n rozumime obdélnik ve ¢tvercové miizce, ktery je m
policek vysoky a n policek siroky. Cestou v obdélniku pak nazyvame trasu z levého
dolniho do pravého horniho rohu, ktera vede po hranich miizky, a to pouze doprava
a nahoru.

Cviéeni. Dokazte, Ze v obdélniku m x n existuje (m;f") riiznych cest.

Definice. Uhloprickou ve Ctverci n X n nazveme usecku spojujici levy dolni roh
s pravym hornim.

Definice. Symbolem C,, budeme znacit n-té Catalanovo ¢islo, které si definujeme
jako pocet cest ve ¢tverci n x n, které jsou celé pod uhlopfickou (smi se ji dotykat).

2n 2n 1 2n
CTL = — = —_—
n n+1 n+1\n
Dikaz. (ndznak dikazu) Ve étverci n X n spocitdme pocet nevyhovujicich cest,

tj. takovych cest, které prekroc¢i diagonalu, a tento pocet pak odec¢teme od celkového
poctu cest.

Tvrzeni.

| L
— s
’ ’
# 5
A 7|
/ ’
S N N E——
s '
e pd
s 74
- > #
A A
/ /
iz 3 ’
s i

P A P 4

[ [

P L
El el
» »
» »




CATALANOVA CISLA

Méjme libovolnou nevyhovujici cestu a podivejme se na misto, kde se poprvé
dostane nad diagondlu. V momenté, kdy poprvé prekro¢ime diagonalu a ujdeme
krok smérem nahoru, zbytek cesty pfevratime, jak naznacuje obrazek (z cest na-
horu se stanou cesty doprava a naopak). Nové vznikl4 cesta bude obsahovat n + 1
krokti smérem nahoru a n — 1 krokid smérem doprava, bude tedy cestou v obdélniku
(n+1) x (n —1). Pfeklopenim nazpétek ve stejném misté dostaneme jednoznadné
urcenou puvodni cestu, tedy toto zobrazeni je prosté.

Stejné tak mizeme z libovolné cesty v obdélniku (n + 1) x (n — 1) analogickym
preklopenim ziskat nevyhovujici cestu v obdélniku n x n a toto zobrazeni je rovnéz
prosté. Existuje tedy bijekce mezi cestami ve ¢tverci n x n prekracujicimi thlopticku

a cestami v obdélniku (n + 1) x (n — 1), kterych je (n2+"1). O

Poznamka. Casto se definuje i Cy = 1. Prvnich nékolik Catalanovych éisel je
postupné 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, ...

Priiklad 1. Kolik existuje rtznych cest v obdélniku m x n, které jsou celé pod
thlopiickou levého ¢tverce m x m?

Rekurentni vzorec
Tvrzeni. Méjme posloupnost (an)n>o0 spliiujici vztahy

aozl,

n
n41 = E AiQnp—j-
i=0

Pak a, = C,,.
Uloha. Kolik existuje riiznych triangulaci konvexniho n-tthelnika'?

Zobecnéni

Vratime-li se k puvodni definici Catalanovych ¢isel, je pfirozené se zeptat, jaka Cisla
dostaneme, pokud dany obdélnik nebude ¢tverec. To vede k rozsiteni Catalanovych
Cisel.

Definice. Definujeme C(n, k) pro 0 < k < n jako pocet cest v obdélniku k x n,
které vedou celé pod diagonélou levého ¢tverce k x k. Volbou £ = n dostaneme
pravé C,.

Rozsitenim prvniho dukazu identity charakterizujici Catalanova ¢isla dostaneme
podobny vztah, konkrétné

cwn=('1)- ()

1Rozdéleni na n — 2 trojuhelniki, jejichz vrcholy jsou vrcholy piivodniho n-tthelnika.
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Piirozena struktura této konstrukce nam dovoluje vytvorit Catalaniv trojihelnik,
ktery je znazornény na obrazku.

132 -
42 132 -

14 42 90 -

5 14 28 48 ---

2 5 9 14 20 ---

Cislo C(n,k) je v (n + 1)-nim sloupci a (k + 1)-nim fadku. Catalanova ¢isla jsou
presné na diagondle.

7Z faktu, ze ¢isla jsou definovana jako pocet cest, neni jiz tézké prejit k rekurent-
nimu vztahu C(n, k) = C(n,k — 1) + C(n — 1,k) pro 0 < k < n. Ten 1ika, ze ¢islo
v Catalanové trojuhelniku je souctem c¢isla pod nim a nalevo od néj, coz jsou pfesné
mista odkud mizeme k danému vrcholu dojit ndmi definovanymi cestami. Tento
trojuhelnik ma, stejné jako ten Pascaliiv, mnozstvi péknych vlastnosti. Naptiklad si
Ize vS§imnout, Ze soucet kazdého sloupce dava Catalanovo ¢islo.

Konecné néjaké priklady

Priklad 2. Kolik existuje korektnich uzévorkovani n part zavorek?

Priiklad 3. Kolik existuje posloupnosti délky n splitujicich 1 < a; < ag < --- < ay,
a navic a; < 1?7

Priiklad 4. Kolika zpisoby si muze 2n lidi podat ruce pres stul tak, aby se zadné
dva péry rukou nekiizily (kazdy ¢lovék podava pravé jednu ruku jinému ¢lovéku)?
Priklad 5. Kolika zptusoby lze vyplnit tabulku 2 x n &isly 1 az 2n tak, aby d¢isla

v obou fadcich i ve vSech sloupcich byla rostouci?

Priklad 6. Necht n je prirozené ¢islo. Kolik existuje cest v kartézské soustavé
soutadnic, které vedou z bodu (0,0) do bodu (2n,0), takovych, Ze z libovolného
bodu (z,y) cesta pokracuje bud do bodu (z + 1,y + 1), nebo do bodu (z+ 1,y —1)?
Kolik z téchto cest nikdy neklesne pod osu z?

Priklad 7. Kolika zptusoby je mozné navrsit mince na hromadku, je-li ve spodni
fadé n minci? Na obrazku jsou vsechny mozné hromadky pro n = 3.
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Priklad 8. Kolik existuje bindrnich strom® na n vrcholech? RozliSujeme ,pravé“

a ,levé“ syny.

Priklad 9. Kolik existuje zakofenénych stromt (rozliSujeme pofadi synil) s n vr-
choly?

Priklad 10. Kolika zpusoby je moZno postavit schodi§té o n schodech pomoci n
obdélnikt? Na obrazku je schodisté o 4 schodech postavené ze 4 obdélnikii.

.

-
L |

Piiklad 11. Kolik je permutaci mnoziny {1,...,n}, které neobsahuji klesajici pod-
posloupnost délky vétsi nez 27

(Oznacime-li permutaci p, pak neexistuji 7,5,k € {1,...,n} takové, ze i < j < k a
zaroveni p(i) > p(j) > p(k).)

Priklad 12. Pro kterd n je C), liché?

Piiklad 13. Polyomino® nazveme neklesajici, pokud je kazdy jeho sloupec sou-
visly (tj. neni rozdélen na vice ¢asti oddélenych prazdnymi ¢tverecky), pozice hor-
niho ¢tverecku v kazdém sloupci se zleva doprava nesnizuje a obdobné se v kazdém
sloupci nesnizuje pozice nejnizsiho ¢tverecku zleva doprava. Kolik existuje neklesa-
jicich polyomin s obvodem délky 2n? Obrazek zachycuje pfipad pro n = 4.

Priiklad 14. Kolik existuje uplnych parovani vrchol na Sestitthelnikové pyramidé
sitky n? Uplné parovani na Sestitthelnikové pyramidé siiky 4 muize vypadat napiiklad
takto:

~—a

i

2Pokud nevis, co to znamena, neboj se zeptat pienasejiciho!
3Utvar vznikly slou¢enim nékolika jednotkovych &étverc dotykajicich se hranou.
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Navody

2. Preved si to na podet cest pod diagonédlou nebo rekurzi podle prvni korektni
podposloupnosti.

3. Preved na hledani cest pod diagonalou — divej se na vodorovné hrany.

5. Bijekce na cesty pod diagonalou. Poradi pohybu danymi sméry.

7. Rekurze, nejpravéjsi mezera v druhé vrstvé odspodu.

9. Zakdduyj si strom pomoci 1 a 0 (resp. zavorek) a pfeved na piiklad 2.

10. Dvé rtzna policka na thlopfi¢ce nemuzou byt ve stejném obdélniku. Roh.

11. Zaznaé si permutaci to tabulky n xn a najdi pomoci permutace cestu nad/pod
diagonalou.

12. Pouzij rekurentni vztah a indukeci.

13. Koukni se na horni a dolni trasu z levého dolniho do pravého horniho rohu
polyomina. Posklddej pomoci nich trasu pod diagonalou ¢tverce.

14. Otoc¢ si obrazek o 150° po sméru hodinovych rudicek. V kazdé vrstvé svislych
hran je na parovani pouzita prave jedna hrana. Po otoceni jde vidét prirozena bijekce
mezi volbou téchto hran a hledani cest pod uhlopfickou.
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