Catalanova cisla

ANCGA CHEJNOVSKA

ABSTRAKT. Catalanova ¢isla jsou posloupnost 1, 1, 2, 5, 14, 42, . .., na kterou vedou
zdanlivé nesouvisejici kombinatorické tlohy. Na predndasce si povime, jak je odvodit a
co s nimi pocitat.

Definice. Obdélnikem m X n rozumime obdélnik vysoky m policek a Siroky n
policek. Jeho levy spodni vrchol oznac¢ime jako zacatek a jeho pravy horni vrchol
jako konec. Uhlopiicka pak je tisecka mezi zac¢atkem a koncem. Déle cestou v takovém
obdélniku rozumime trasu ze zacatku do konce, ktera vede po mfizce, a to pouze
nahoru a doprava.

m—+n

o ) riznych cest.

Cviceni. Ukaite, ze v daném obdélniku m X n existuje presné (

K tomuto celkem snadnému prikladu si v8ak priddme dodateé¢nou podminku na
cesty tykajici se ithlopricky.

Definice. n-té Catalanovo ¢islo je pocet cest ve ¢tverci n x n, které jsou celé pod
uhlopfickou (smi se ji dotykat). Tento pocet budeme znacit symbolem C,.

Vycisleni

Tvrzeni. Plati vzorec

2n 2n 1 2n
Cp = - =— .
n n+1 n+1l\n
K tomuto vzorci mizeme dospét raznymi zpusoby. Uvedeme dva z nich, kazdy
spoéiva v jistém zobecnéni tlohy spoéitat Catalanovo ¢islo.

Priklad. Jsou déna ¢isla m < n. Kolik existuje cest v obdélniku m x n, které jsou
celé pod thlopfickou levého ¢tverce m x m? Catalanova ¢isla dostaneme, volime-li
m=n.



ANCA CHEJNOVSKA

7 7

Ndvod. Spoctéte ty cesty, které thlopricku prekroci. U kazdé takové vezméte prvni
bod nad diagonélou a pteklopte zbytek cesty (misto doprava jdéte nahoru a obra-
cené). Které cesty ve kterych obdélnicich se takto daji dostat? Hledany pocet cest

vyjde
m-+n _ m-+n
m m—1)

Priklad. Jsou déna nesoudélnd ¢isla m, n. Kolik existuje cest v obdélniku m x n,
které jsou celé pod uhloprickou tohoto obdélnika? Catalanova ¢isla dostaneme, vo-
lime-li m =n + 1. (MKS 26-5-8)

Ndvod. Rekneme, Ze si dvé cesty odpovidaji, pokud je mozné jednu vytvoiit z druhé
tak, ze se rozdéli na dvé a slozi v opa¢ném pofadi. Ukazte, ze odpovidajici si cesty
budou tvofit (m + n)-tice, pfi¢emz vzdy pravé jedna cesta z takové (m+n)-tice vede
pod diagonalou.

Rekurentni vzorec

Tvrzeni. Méjme posloupnost (a,)5<, kterd spliiuje vztahy

a():l,

n—1
Up41 = § AjGp—;-
=0

Pak a,, = C,.

Piklady

Priklad 1. Spoditejte pocet korektnich uzavorkovani n part zévorek.

Priklad 2. Kolik je moznosti pofadi, ve kterém vyhodnotit vyraz skladajici se z n
Cisel a n — 1 operaci mezi nimi? Pfedpokladame, Ze ve vyrazu nejsou zavorky a Ze
nezname priority operaci.

Piiklad 3. Kolik existuje lomenych ¢ar délky n takovych, Ze na kazdém celocisel-

ném tseku délky 1 vedou sikmo (pod tihlem 45°) doprava nahoru nebo dola, konéi
ve stejné vysce jako zacinaji a nikdy pfitom neklesnou niz.
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Piiklad 4. Urcete pocet koneénych posloupnosti ¢isel (aq,...,a,) takovych, ze
pro kazdé k =1,2,...,n plati

k n
Z a; > k a pritom Z a; = n.
i=1 =1

Priklad 5. Kolik existuje permutaci na n prvcich, které zadné trojici nezachovaji
poradi?

Priklad 6. Kolik existuje uplnych parovani vrchold na Sestithelnikové pyramidé
sitky n? Uplné parovani na Sestitthelnikové pyramidé miize vypadat napiiklad takto:

Priklad 7. Kolika zpiisoby se d& vyplnit tabulka 2 x n ¢isly 1,2, ...,2n tak, aby
oba fadky i v8echny (dvouprvkové) sloupce byly rostouci?

Priiklad 8. Kolik lze vytvorit bindrnich stromt na n vrcholech tak, Ze rozliSujeme
Lpravé“ a levé“ syny?

Piiklad 9. Kolik zbude stromt v pfedchozi tloze, pokud pridame podminku, Ze
kazdy vrchol musi mit dva syny, nebo zadného?

Piiklad 10. Kolik je rovinnych stromi na n vrcholech s vrcholy obarvenymi dvéma
barvami a jednou hranou ur¢enou jako ,,vyzna¢nou“? Navic dva stromy povaZujeme
za rizné, pokud se lisi (cyklickym) pofadim hran kolem nékterého vrcholu.

Priklad 11. Kolika zptsoby jde pravidelny n-thelnik rozdélit na trojihelniky?

Priiklad 12. Kolika zpusoby je mozné vyskladat schodisté velikosti n pomoci n
obdélnik? Na obrazku vidite schodisté velikosti 4 vyskladané ¢tyfmi obdélniky.

I

Priklad 13. Kolika zptsoby si muze podat 2n lidi ruce pfes kulaty stil tak, aby
se jim nektizily?
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