Castecna usporadani

MARTIN ,E.T.“ SYKORA

ABSTRAKT. Prispévek definuje ¢asteéna usporadéani a shrnuje nékteré teoretické po-
znatky, které o nich mame. Ve druhé c¢asti prispévku jsou uvedeny rozliéné piiklady,
ve kterych lze vyuzit nastudovanou teorii.

Céstecna uspofadani se pohybuji na hranici stfedogkolské olympiadni a vysoko-
skolské matematiky. Ve stfedoskolskych tlohach se jejich aplikace vyskytuji spise
vyjimeéné, a proto ani v tomto piispévku necekej smrst olympiddnich tloh. Piesto
se k néjakym dostaneme. Nejprve si ale musime odbyt (nebo uzit?) teorii.

Teoretické minimum

Definice. Kartézskym soucinem mmnozin X a Y rozumime mnozinu vSech uspo-
fadanych dvojic tvaru (z,y), kde € X a y € Y. Tento soucin znac¢ime X x Y.
V piipadé, ze X =Y, znacime jej tradiéné X2.

Definice. O mnoziné M fekneme, Ze je bindrni relaci mezi mnoZinami X a Y,
pokud M C X x Y. Binarni relace obvykle znac¢ime pismenem R.

Poznamka. Misto relativné zdlouhavého zapisu (x,y) € R vétsinou piSeme R(z,y)
nebo zRy.

Poznamka. Specidlnim piipadem relaci jsou funkce. Jednd se o takové relace R,
v nichz pro kazdé z € X existuje nejvyse jedno y € Y spliwjici (z,y) € R.

Nyni si pfedstavme, e médme mnozinu X a na ni relaci R.! Pak o R fekneme, Ze
je cdstecnym uspordddnim?® mnoZiny M, pokud m4 nésledujici vlastnosti:

(a) (Tranzitivita) Pokud pro né&jaké t¥i prvky z,y, z € X plati R(z,y) a R(y, z),
pak pro né plati i R(z, z).

(b) (Slabé antisymetrie) Pokud pro néjaké dva prvky z,y € X plati R(z,y) a
R(y,z), pak x = y.

(¢) (Reflexivita) Pro v8echna x € X plati R(x,x).

1Relaci na mnoziné M rozumime relaci mezi mnozinami M a M.
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CASTECNA USPORADANTI

Césteéna uspofadani jsou tedy kvili reflexivité neostra.

Poznamka. Céstecna usporadani se misto R tradiéné znac¢i symbolem <. Nejéas-
t&ji se pak setkdvéane se zapisem x < y, zatimco zapis < (z,y) se pouziva vyjimecné.
Symbolem < tedy odted nebudeme znacit relaci ,mensi nebo rovno“, ale libovolné
Castecné usporadani. I presto budeme zapis > y Cist ,,x je vétsi nez y“.

Definice. Uspotfddanou dvojici (X, <), kde X je néjakd mnozina a < je ¢astetné
uspofadani, nazveme castecné usporddanou mnoZinou, neboli CUM.

Definice. Retézcem na CUM (X, <) nazveme mnozinu Y takovou, Ze pro véechna
2,y €Y bud z < y, nebo y < x. Antifetézcem na (X, <) pak nazveme mnozinu Z
takovou, ze pro vSechny w,v € Z,u # v neplati ani u < v, ani v < u.

Definice. Prvek z z CUM (X, <) se nazyva

(i) mazimalni, pokud ,zadny prvek neni ostfe vétsi“, tedy pokud pro zadné
y € X,y # x, neplati z < y,
(ii) nejvétsi, pokud ,,je vétsi nez vSechny ostatni“, tedy pokud pro kazdé y € X
plati y < =z,
(iii) minimdlné, pokud ,zaddny prvek neni ostfe mensi“, tedy pokud pro zadné
y € X,y # x, neplati y < x,
(iv) nejmenst, pokud ,,je mensi nez vSechny ostatni“, tedy pokud pro kazdéy € X
plati z < y.

Teoretické maximum (které stihneme probrat)

Po smrsti definic ze zacatku si ukdzeme nékolik zajimavych vét a tvrzeni.
Vé&ta. (O dlouhém a sirokém) Necht (X, R) je koneénd CUM, X # (). Potom
|X| < a(X,R)-w(X,R), kde

(i) a(X, R) je pocet prvki v nejvétsim antifetézci,

(ii) w(X, R) je pocet prvkid v nejvétsim Fetézci.
Véta. (Dilworthova) Necht k je velikost nejvétsiho antifetézce v (X, <), kde mno-
zina X je konecna. Pak lze X pokryt pomoci k fetézci.

Dilworthova véta ma i svou dudlni sestru, ktera fiké, ze pokud je k velikost nejvét-
siho fetézce v (X, <), kde mnozina X je kone¢nd, 1ze X pokryt pomoci k antifetézcu.

Véta. (Spernerova) Méjme libovolny antifetézec F' na mnoziné vSech podmnozin
mnoziny X,|X| = n, uspofddané inkluzi. Pak |F| < (7:;2)

A konecné priklady

Koneéné se dostavame k prikladim a tloham. Nékteré z nich se daji fesit elemen-

tarné, jiné jsou usity na miru jedné z vyse uvedenych vét. Nejprve si vyzkouSime

vyfesit nékolik spise teoretickych tloh (sefazenych pfiblizné od nejlehéi po nejtézsi).
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Cviceni 1. Dokazte, ze pokud je prvek x nejmensim prvkem néjaké CUM, pak je
i jejim minimalnim prvkem.

Cviceni 2. Je relace byt délitelem na mnoziné piirozenych ¢isel ¢asteénym uspota-
dénim? Jinak feceno, je relace R = {(z,y);z | y} ¢aste¢né uspofddani na N? Pokud
ano, ma maximalni, minimalni, nejvétsi a nejmensi prvky? Pokud ano, pokuste se
je chrarakterizovat.

Cviceni 3. Dokazte, ze kazda koneénd CUM ma minimalni a maximalni prvek.

Uloha 4. (Véta o reprezentaci) Ukazte, Ze pro kazdou CUM (X, <) existuje prosté
zobrazeni f : X — P(X) takové, ze f(x) C f(y) pravé tehdy, kdyz = < y.

matickych soutézich, tfeba MO. Opét jsou usporadany priblizné podle obtiznosti.

Uloha 5. Ukazte, ze mezi n + 1 ¢isly z mnoziny {1,2,...,2n} jsou dvé takova, ze
jedno déli druhé.

Uloha 6. Je dano 1001 obdélnikt s celo¢iselnymi délkami stran nepifesahujicimi
1000. Dokazte, ze je mozné najit t¥i obdélniky takové, ze jeden se vejde do druhého
a druhy do tfetiho. Obdélniky je mozné otacet a stejné velké obdélniky se do sebe
vejdou.

Uloha 7. Test skladajici se ze tif tloh feSilo 49 studentii. Za kazdou tlohu bylo
mozné ziskat 0 az 7 bodt. Dokazte, ze existuji dva studenti takovi, Ze jeden z nich
ziskal z kazdé ulohy alespon tolik bodu jako ten druhgy.

Uloha 8. Necht n je bezétvercové pfirozené ¢islo.? Uvazme mnozinu D né&jakjch
jeho délitelt takovych, ze zadny délitel z D nedéli jiného délitele z D. V zavislosti
na n urcete nejvétsi moznou velikost mnoziny D.

Uloha 9. (Erdés, Szekeres) Jsou déna pfirozena ¢isla a,b. Ukazte, Ze z kazdé
posloupnosti, jejiz ¢leny se neopakuji a kterd ma délku ab + 1, lze vybrat rostouci
posloupnost délky a + 1 nebo klesajici posloupnost délky b+ 1.

Uloha 10. Mg¢jme 50 ne nutné riiznych intervalt. Dokazte, Ze alespoii osm z nich
ma spoleény neprazdny prinik, nebo alespoii osm z nich je po dvou disjunktnich.

(AUO 1972)
Uloha 11. Bud n pfirozené ¢islo. Mnozinu S C {1,2,3,...,n} nazveme trojatou,
pokud neobsahuje tfi ¢leny a, b, ¢ takové, Ze a | b a zarovenn b | c. Urcete nejvétsi
mozny pocet prvku trojaté mnoziny S. (MEMO 2012)
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3P¥irozené &islo je bezétvercové, pokud jej nedéli étverec zadného piirozeného &isla vétsiho nez
jedna.
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