Relace, operace a splnitelnost podminek

MIREK OLSAK

ABSTRAKT. V informatice lidi ¢asto zajima, zda je mozné najit feSeni néjaké ulohy
inteligentnéji nez tupym zkousenim vSech moznosti (pfesnéji zda existuje polynomialni
algoritmus). Zde se budeme obecné vénovat tloham typu ,daji se zvolit za z1,... ,zn
¢isla z dané kone¢né mnoziny tak, aby byly splnény vsechny pfedepsané podminky?*
Pfitom pro studium jednoduchosti podminek (relaci) se ukaze praktické studovat ope-
race, které jsou s nimi ,kompatibilni®.

Méjme danou kone¢nou nosnou mnozinu A.

Definice. Pojmem n-arni relace (n > 1) rozumime podmnozinu kartézského sou-
¢inu A™. Pro relaci R znaenim R(xq, ... ,%,) rozumime (z1,...,2,) € R.

Definice. Pojmem k-arni operace (k > 1) rozumime zobrazeni f: A¥ — A.

Definice. Rikdme, Ze n-arni relace R a k-arni operace f jsou kompatibilni, pravé
kdyz pro libovolny systém {z;;},i = 1,...,k;j = 1,...n spliujici pro kazdé i
R(x;1,%i2,- .. %) plati uz nutné

R(f(xm,... s Ta), (T2, Tk2)s oo f(@10, 7xk,n))-
Pro mnozinu relaci R zna¢ime Pol(R) mnozinu v8ech operaci kompatibilnich sou-
Casné se vSemi relacemi z R. Takovym operacim fikdme polymorfismy.
Definice. Pro danou (ne nutné koneénou) mnozinu relaci R definujeme C'SP(R)!
jako algoritmicky problém, v némz algoritmus dostane na vstupu vyrok tvaru

dzq,...,x, € A: R](Iil,l,l‘im, R ) /\RQ(xiz,l7$i2Y27 o ) VAN /\Rn(xin,l,xin,z, e ),

kde R;,... R, € R, a jeho tkolem je rozhodnout, zda tento vyrok plati.

Definice. Rikéme, 7e problém A je polynomialné pievoditeln§ na problém B, po-
kud existuje algoritmus, ktery fesi problém A v polynomidlnim ¢ase a pouziva ¢ernou
sktinku, ktera umi fesit problém B v konstantnim case.

Véta. Méjme mnozinu relaci R. Ozna¢me R’ mnozinu vSech relaci kompatibilnich
se vSemi operacemi z Pol(R). Pak je CSP(R') polynomidlné pievoditelny CSP(R).

LConstraint satisfaction problem
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Piedchozi véta vlastné fikd, Ze pro obtiZznost C'SP(R) je rozhodujici, se kterymi
operacemi jsou vSechny relace z R kompatibilni.

Pozorovani. Mnozina Pol(R) obsahuje vSechny projekce? a je uzavieni na skla-
dani operaci a slu¢ovani proménnych.

CSP na dvouprvkové mnoziné
V dalsim textu pfedpokldddme A = {0,1}.

Tvrzeni. Je-li konstantni operace polymorfismus R, pak je CSP(R) fesitelny v li-
nearnim case.

Definice. Ozna¢me n-arni relaci unarni relace Cyp = {0}, Cy = {1} a n-4rni
H, =A"\{(1,1,...,1,0)}.
Tvrzeni. CSP(Cy,Cy, Hy, Hs, Hy,...) je Fesitelné v polynomidlnim dase.

Tvrzeni. Je-li polymorfismem R binarni operace A = min, je CSP(R) polynomi-
alné pfevoditelny na CSP(C(), 017 HQ, ffg7 H4, RPN )

Tvrzeni. Soustava linearnich rovnic nad Zs je fesSitelna v polynomialnim case.

Tvrzeni. Je-li polymorfismem R terndrni operace f spliiujici

[, y,y) = fly,=,y) = f(y,y,2) =2 (fikdme ji minoritni),
je CSP(R) polynomialné pievoditelny na soustavu linedrnich rovnic nad Zs.

Tvrzeni. Oznac¢me Ry mnoZinu vsech bindrnich a undrnich relaci. Pak CSP(Rz)
je fesitelné v polynomialnim case.

Tvrzeni. Je-li polymorfismem R ternarni operace f spliiujici

flzyz,y) = f(z,y,2) = f(y,x,x) =« (Fikdme ji majoritni),
je CSP(R) polynomialné prevoditelny na CSP(R3) z pfedchoziho tvrzeni.
Tvrzeni. Je-li R mnozina vSech relaci, CSP(R) je NP-uplny.

Tvrzeni. Necht R je mnozina vsech relaci a Reym je mnozina vsech relaci kom-
patibilnich s undrni operaci negace f(x) = 1 — x. Pak je CSP(Rau) polynomiilné
prevoditelny na CSP(Rgym).

Tvrzeni. Bud O mnoZina operaci obsahujici vSechny projekce, uzavrena na skla-
dani a slucovéni proménnych. Pak bud O obsahuje néjakou operaci z moZnosti:
konstantni, A = min, V = max, majoritni, minoritni, nebo je kazda operace z O
zapsatelna jako slozeni projekci a negaci.

Dusledek. Kazdé CSP na dvouprvkové mnoziné je polynomiédlné feSitelné nebo
NP uplné.

2Projekce je operace, které vraci hodnotu na své dané i-té soutadnici
2



