Burnsideovo lemma

MIREK OLSAK

ABSTRAKT. Kombinatoricka tloha casto zada spocitat mnozstvi riznych obarveni,
uspofadani a podobné. Takové kalkulace jsou pfedmétem bézné stiedoskolské vy-
uky. Potiz vSak nastane, jakmile je k tloze dodatek: ,,Obarveni liSici se pouze otoce-
nim/pteklopenim/posunutim povazujeme za identickd.“ A préavé Burnsideovo lemma
dava nastroj, jak se s timto vyporadat. Na rozdil od béznych prednasek o Burnside-
ové lemmatu se tento prispévek snazi minimalizovat pouzivani pojmu z teorie grup a
nahradit je pojmy pokud moZno pfirozenymi.

Umluva. Neni-li fedeno jinak, zanedbdvdme pouze oticeni s pfedmétem — nikoli
preklapéni ¢i jiné apravy.
Netieba jit s kanénem na vrabce

Ne ve vSech pfipadech je vhodné lemma tieba pouzit — nékdy je jednodussi si roz-
myslet vSechny moznosti a situaci Sikovné zjednodusit.

Uloha 1. Kolika zptisoby miizeme pfitadit sténdm krychle ¢isla 1 az 6 (kazdé pravé
jednou) tak, aby soudet hodnot protilehlych stén byl vzdy roven sedmi?

Uloha 2. Kolik je moznosti, jak obarvit stény krychle dvéma barvami?
Uloha 3. Kolik existuje neizomorfnich graffi na étyiech vrcholech?
Uloha 4. Kolik existuje riiznych siti krychle?

Uloha 5. Ma vice siti krychle, nebo pravidelny osmistén?

Uloha 6. Kolik je moznosti, jak obarvit vrcholy krychle dvéma barvami?

Terminologie

Definice. Obrazek! je jedna ,kombinace“, u které zatim nic nezanedbavame. Tedy
pét raznych obrazkt muze vypadat naptiklad takto:
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1V odborné literatuie se typicky jedna o prvek mnoziny X.
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Definice. Pohyb vezme obrazek a udéld z néj (typicky jiny) obrazek — je to tedy
funkce, ktera zobrazi mnozinu obrazki do mnoziny obrazki. Napiiklad prvni ¢tvefice
obrazkt z predchoziho prikladu vznikd postupné aplikovanim pohybu ,,Oto¢ o 90°
proti sméru hodinovych rucicek.“ Mnozina G vSech uvazovanych pohybi (téch, které
chceme zanedbat) musi tvofit grupu, coZ znamena:
(i) Kdykoli slozime (provedeme po sobé) dva pohyby z G, dostaneme opét pohyb
z G.
(ii) V G musi existovat nepohyb — pohyb, ktery vSe nechd na misté.
(iii) Pro kazdy pohyb p € G existuje opa¢ny pohyb p~1, ktery pii slozeni (v kte-
rémkoli pofadi) s ptivodnim pohybem p dé nepohyb.

Poznamka. V dulohéch je pohyb obvykle nejen zobrazenim na mnoziné obrazki,
ale soucasné na bodech v roviné, respektive v prostoru. Mize se tedy hypoteticky
stat, ze dva pohyby davaji tutéz permutaci na mnoziné obrazk, ale jsou ruzné.

Definice. Piedmét? je typicky to, co chceme spocitat — v podstaté totéz co obra-
zek az na to, ze predméty liSici se jen néjakym pohybem povazujeme za identické.
Napftiklad prvni ¢étyfi obrazky z prikladu odpovidaji tomu samému predmétu.

Jdeme zanedbavat pohyby

Uloha 7. Kolik riiznych nahrdelniki (v roviné) je mozné vytvoiit z Sesti cernych
a sedmi bilych koralka?

Uloha 8. Kolika zptisoby mtiZeme nakreslit Sipku smérem k jedné hrané na kazdou
7z 26 stén nésledujiciho télesa (krychle se sefizlymi hranami a vrcholy)?
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Uloha 9. Na $piz miizeme napichnout vzdy maso, slaninu, nebo cibuli — celkem
napichneme deset kouskd. Kolik existuje riznych $pizt (konce Spejle jsou nerozlisi-
telné)?

Uloha 10. Kolik bude nahrdelnikii z tilohy 7, pokud zanedbame i pieklapéni?
S kanénem na draka
Taky vam vychéazi...?

2V odborné literatufe se pouziva pojem orbita.
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Lemma. (Burnside) Pro pohyb p ozna¢me S, mnozinu vSech obrédzki odolnych
vici p (tedy pevnych bodi p). Pak pocet pfedméti spocteme jako

a1 2

peG

Uloha 11. Kolik néhrdelnikii vyjde v tloze 7, budeme-li mit k dispozici dvanact
¢ernych a dvandct bilych koralka?

Uloha 12. Kolika zptisoby mtizeme obarvit poli¢ka nekoneéného ¢tvereckovaného
papiru dvéma barvami tak, aby policko [z, y] mélo vZdy stejnou barvu jako policka
[ £9,y] a [z,y £ 9]? Obarveni liici se pouze posunutim (avsak nikoli oto¢enim ¢i
preklopenim) povaZzujeme za totozna.

Uloha 13. O kolik se zvétsi vysledek tilohy 8, pokud budeme

(1) trojuhelnikové stény barvit jednou ze t¥{ barev namisto kresleni Sipky,

(2) étyfuhelnikové stény sousedici s trojihelnikovymi barvit ¢tyfmi barvami na-
misto kresleni Sipky,

(3) ¢tytahelnikové stény nesousedici s trojihelnikovymi barvit ¢tyfmi barvami
namisto kresleni Sipky?

Uloha 14. Kolik je moznosti, jak obarvit pravé patnact z t¥iceti hran dvacetisténu?

Uloha 15. Pro vsechna pfirozena ¢isla N a n dokazte, ze n déli 22:1 Need(nk)
kde ged(a, b) znaci nejvétsi spoleény délitel a a b.

Navody

1. 2

2. 10

3. 11

4. 20

5. Sté&jné (d4 se popsat bijekce).

6. 30

7. (32)/13

8. 233.37

9. (39+3%)/2

10.  ((P) +13(9)) /26

1. ((G) + (§) +20) +2(3) +2() +8) /24
12, (281 +8-227 +72.2%)/81

13. (i) 21233, (ii) 214 - 34, (iii) 26 - 32 +- 213 . 34
14. ((39) +20(%) +24(35) +30(%)) /60
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