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ABSTRAKT. Burnsideovo lemma je silny néstroj pfi feSeni jistého typu kom-
binatorickych tloh. V tomto pfispévku jsou na konkrétnim piikladu vysvétlené
potiebné pojmy a nasledné i samotné lemma. Pfispévek také obsahuje sadu né-
kolika dalsich prikladu.

Jedna se o velice silny nastroj pfi pocitani jistych kombinatorickych tloh, které
by ndm bez znalosti tohoto lemmatu pFipadaly nefesitelné.

Priklad. Kolik rtznych ndhrdelnikt 1ze sestavit ze 3 sklenénych a 5 dievénych
koralkti? Koralky jsou navlecené na sntrce, takze dva nahrdelniky liSici se jen
pootocenim povazujeme za shodné.

Kdybychom nedodali posledni vétu, byla by odpovéd lehké, hledany pocet by
byl (g) = 56 (pocitame ,pevné“ nahrdelniky, tj. ndhrdelniky, u kterych zélezi na
natoceni). Nam ovSem nékteré ndhrdelniky splynou, takze jich bude méné. Jednou
z moznosti, jak spocitat kolik jich tedy je, je pouzit Burnsideovo lemma. Casem
si povime, co toto lemma tik4 i jak ho na takovy ptiklad aplikovat. Nejdfiv si ale
priblizime nékolik pojmii.

Permutace, grupa

Permutace mnoziny X je prosté zobrazeni mnoziny X na X, tzn. zadné dva
prvky se nezobrazi na stejny prvek (prosté) a zdroven se na kazdy prvek néco
zobrazi (na). Jde tedy o néjaké ,prehdzeni“ prvki mnoziny X.
Grupa permutaci' v podstaté znamena, e mame mnozinu, na ni permutace a
mezi permutacemi jakozto prvky mnoziny bindrni operaci skladani (slozit 2 permu-
tace znamend provést je za sebou — POZOR, zalezi na potradi — béZné se permutace
skladaji zprava doleva). Ke kazdé permutaci existuje permutace k ni inverzni (slo-
Zenim permutace s permutaci k ni inverzni dostaneme identitu).
Necht S(X) je grupa permutaci na mnoZziné X . Pojmem podgrupa rozumime pod-
mnozinu grupy S(X) takovou (oznacme ji G), kterd s kazdou permutaci obsahuje
i jeji inverzi a navic je uzaviend na skladani (tzn. s kazdymi dvéma permutacemi
obsahuje i jejich sloZeni — z ¢ehoZ mimo jiné vyplyvé, Ze obsahuje i identitu).

V nasem piikladu si mnozinu X predstavme jako mnozinu vSech moznych ,pevnych“ nahr-
delnikti ze 3 sklenénych a 5 dfevénych koralkh, tedy takovych, u kterych zalezi na natoceni.

Za podgrupu G grupy vSech permutaci na X budeme brat jen ty permutace, které odpovidaji
néjakému otoceni ndhrdelniku (véetné identické permutace), tj. otoceni o k-45°, k=10,1,...,7.
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pevny bod
ITohoto pojmu netieba se bat. :-)
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Orbita, pevné body

Pro x € X ozna¢me O, = {m(x); m € G} takzvanou orbitu prvku z; v podstaté
to jsou body, kam se muzu z x dostat pouzitim permutaci z G. Mnozinu vSech
orbit, tj. {O,; = € X}, budu znacit O.

Vsimni si, Ze pokud y € O,, tak O, = O,. Intuitivné je to jasné — pokud se
z jednoho mista mohu dostat do druhého, tak se z obou mohu dostat do tychz
mist. A neni problém toto preformulovat do pfesného dikazu.

Z toho ovsem plyne dilezity disledek: orbity tvoii rozklad mnoziny X. Tim se
mini, Ze kazdé x € X lezi v pravé jedné orbité. Zjevné totiz x € O,. Pokud by
x lezel jesté v néjaké jiné orbité, tj. + € Oy a O, # Oy, pak je dle predchoziho
odstavce O, = Oy, coz je spor. V mnoziné O jsou tedy mnoziny, které jsou po
dvou disjunktni a jejichz sjednocenti je celé X.

V nasem prikladu tvori orbity skupiny nahrdelnikd, které se na sebe daji prevést pouhym
otocenim (tj. néjakou permutaci z G). Nasim cilem je tedy spocitat pocet vSech orbit.

Bod x se nazyva pevngm bodem permutace 7, pokud 7(z) = z. Jedna se tedy
o body, které permutace 7 zachovd (nepohne s nimi)). Mnozinu v8ech pevngch
bodl permutace m budeme znacit X, = {x € X; n(z) = z}.

Uvézim-li tedy néjakou permutaci z G z naseho ptikladu, tj. néjaké otoceni ndhrdelniku, pevné
body této permutace budou vSechny takové nahrdelniky, které se pfislusnym otocenim nezméni.
Je snadné ovérit, ze v pripadé naseho nahrdelniku ze 3 sklenénych a 5 dfevénych koralki je
mnozina pevnych bodu identické permutace celé X, tedy vSech (g) = 56 nahrdelniki (kazdy se
zobrazi sdm na sebe) a ostatni permutace (otoceni o k-45°, kK =1,2,...,7) nemaji zddny pevny
bod. Kdybychom ovsem méli jiny ndhrdelnik, tfeba ze 4 sklenénych a 4 dfevénych koralkt, pak uz

by naptiklad otoc¢eni o 180° pevné body mélo, kuptikladu nahrdelnik, kde se kordlky pravidelné
stfidaji.

Burnsideovo lemma
A ted jiz koneéné prijde na fadu ono slibené bajeéné mazané . ..
Lemma. (Burnsideovo)
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Mozna interpretace: ,,Pocet orbit je roven pramérnému poctu pevnych bodi
permutaci v G.“

Pékny diikaz je v piispévku Roberta Sdmala: ,,Burnsideovo lemma aneb kterak
nahrdelniky spocitati®.

Aplikujeme-li lemma na nas piriklad, dostaneme, Ze pocet orbit (to jest pfesné
to, co chceme spocitat — pocet riznych ndhrdelnikd, nezilezi-li na natoceni) je
roven

(56 4+0+---+0)=7.
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Ulohy

Priklad 1. Jak se zméni vysledek piikladu z ivodu, budeme-li moci ndhrdelnik
i prevracet?

Priklad 2. Kolik nahrdelnikt lze sestavit z k sklenénych a 8 — k dfevénych
koralka?

Priklad 3. Kolika zpusoby lze obarvit policka Sachovnice

(1) 3x3

(2) 4x4

(3) nxn
dvéma barvami? Dvé obarveni povazujeme za stejna, pokud lze dostat jedno z dru-
hého pootocenim Sachovnice.

Piiklad 4. Reste piedchozi tilohu za pfedpokladu, ze je Sachovnice sklenéna,
(sklo je priihledné, Sachovnice se ted da i pfeklapét).

Priklad 5. Détské skldadanka obsahuje 3 ¢ervené, 3 modré a 3 zelené ¢tvercové
desticky. Kolika zpusoby je lze sestavit do velkého Ctverce 3 x 3, nezalezi-li na
natoceni?

Priklad 6. Kolika zpusoby lze obarvit stény krychle

(1) 2 barvami?
(2) k barvami?

Dvé obarveni povazujeme za totozna, pokud lze jedno dostat z druhého otocenim
krychle.

Priklad 7. Kolika zptisoby muzeme obarvit hrany krychle

(1) 2 barvami?
(2) k barvami?

Priklad 8. Kolika zptsoby muZeme obarvit vrcholy krychle

(1) 3 barvami?
(2) k barvami?

Priklad 9. Na kazdou ze stén krychle mame nakreslit nékterou z thlopficek.
Kolik rtznych krychli mtzeme ziskat?

Priklad 10. Na kaZdou ze stén krychle mame nakreslit Sipku mirici k nékterému
z vrcholu krychle lezicich v této sténé. Kolik riznych krychli miZzeme ziskat?

Priklad 11. Jak se zméni odpovéd v predchozi tiloze, miiZeme-li na libovolny
pocet stén Sipku nenakreslit?

Priklad 12. Kolika zptsoby lze na stény krychle umistit ¢isla 1-6? Kolika zpt-
soby to lze udélat tak, aby byl soucet protilehlych ¢isel 77
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Priklad 13. Kolika zpiisoby lze obarvit stény ¢tyfsténu
(1) 2 barvami?
(2) k barvami?

Dvé obarveni povazujeme za totozna, pokud lze jedno dostat z druhého otocenim
¢tyrsténu. Co se stane, pokud budeme uvazovat vSechny symetrie ¢tyfsténu?

Priklad 14. Kolika zptsoby miZeme obarvit stény pravidelného dvanactisténu,
mame-li k dispozici 2 barvy?

Priklad 15. Kolika zptisoby mtZzeme obarvit hrany pravidelného dvanactisténu,
mame-li k dispozici 3 barvy?

Priklad 16. Kolika zptisoby miiZeme obarvit vrcholy pravidelného dvanécti-
sténu, mé-li byt polovina bilych a polovina ¢ernych?

Priklad 17. Kolik riznych naramki je mozné vytvorit ze 3 bilych, 3 ¢ervenych
a 3 Cernych koralki, nemaji byt zadné dva koralky stejné barvy vedle sebe? Dva
naramky, které na sebe umime prevést pouhym preklopenim nebo otocenim, po-
vazujeme za stejné.
Priklad 18. Pro vSechna pfirozend N a n dokazte, ze n déli ZZZI NNSD(n.k)
kde NSD(a, b) znadi nejvétsi spolecny délitel ¢isel a a b.

Ulohy jsou &erpany ze sbirky Priklady z algebry od Davida Stanovského, a
z knihy Metody teseni matematickych tloh II od kolektivu autortd Jifi Herman,
Radan Kucera, Jaromir Simsa.

Podékovani
Tento text Cerpa ze starSich prispévku
[1] Robert Sdmal, Burnsideovo lemma aneb kterak ndhrdelniky spocitati, Ro-
kytnice 1998,
[2] Zuzanka Safernova, Burnsideovo lemma, Rapotin 2007.
Velka ¢ast je pfimo prevzata z jednoho ¢i druhého, proto dékuji obéma autortm,
nebot mi velmi uSet¥ili préci.



