Burnsideovo lemma

| Zuzka Safernovd

Jedna se o velice silny nastroj pfi pocitani jistych kombinatorickych tloh, které by
nam bez znalosti tohoto lemmatu pfipadaly nefesitelné :-)

Nez si povime, co toto uzasné lemma tika, priblizime si par pojmi:
Definice. Permutace mnoziny X je prosté zobrazeni mnoziny X na X (tzn. zddné
dva prvky se nezobrazi na stejny prvek (prosté) a zarover se na kazdy prvek néco
zobrazi (na).

Definice. Grupa permutaci?® v podstaté znamens, e mame mnoZinu, na ni

permutace a mezi permutacemi jakozto prvky mnoziny binarni operaci skladani
(slozit 2 permutace znamend provést je za sebou — POZOR zalezi na poradi — bé&zné
se permutace skladaji zprava doleva). Ke kazdé permutaci existuje permutace k ni
inverzni (sloZenim permutace s permutaci k ni inverzni dostaneme identitu).

Definice. (Podgrupa) Necht S(X) je grupa permutaci na mnoziné X. Pojmem
podgrupa rozumime podmnozinu grupy S(X) takovou (oznac¢me ji G), ktera s kaz-
dou permutaci obsahuje i jeji inverzi a navic je uzaviend na skladani (tzn. s kaz-
dymi dvéma permutacemi obsahuje i jejich slozeni — z ¢ehoz mimo jiné vyplyva,
Ze obsahuje I identitu).

Orbita, pevné body
Definujme ekvivalenci®?*~ na mnoziné X nésledovné: & ~ y, pokud existuje per-
mutace g € G takovd, ze g(z) = y. Navic ekvivalence vytvaii rozklad mnoziny
na disjunktni bloky ekvivalence (tedy kazdy prvek mnoZiny lezi prévé v jednom
bloku). Ekvivalence tak sdruzuje k sobé& prvky stejnych vlastnosti. Neni t&zké ové-
Fit, ze nami definovana relace je opravdu ekvivalence. Jeji bloky se nazyvaji orbity.
Orbita pfislusné prvku « je vlastné mnozina bodt, kam se miuzeme z bodu = dostat
pomoci permutaci z G. Mnozinové zapsano O, = {g(z); g € G}.

Bod z se nazyvad pevnym bodem permutace 7, pokud 7(z) = z (tedy se jednd
o body, které permutace 7 zachové (nepohne s nimi). Mnozinu vSech pevnych bodt
permutace 7 budeme znacit X, = {z € X; g(x) = z}.

A ted jiz slibené lemma;:

4

Lemma. (Burnsideovo)  Piisobi-li konecna grupa G na kone¢nou mnozinu X,
pak je pocet orbit roven
1
@ ’ Z |Xg|-
geq
23Tohoto pojmu netieba se bat :-)

24Ekvivalence je relace na mnoziné A splijici tyto 3 podminky: a ~ a (reflexivita) , a ~ b =
= b~ a (symetrie) a pokud a ~ b,b ~ ¢, pak i a ~ ¢ (tranzitivita
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Zuzka Safernova: Burnsideovo lemma

Mozna interpretace: ,,Pocet orbit je roven pramérnému poctu pevnych bodi
permutaci v G.“

Pékny diikaz je v piispévku Roberta Sdmala: ,,Burnsideovo lemma aneb kterak
néhrdelniky spocitati“. Jestli si ho na prednasce povime i my, si vSak jeSté roz-
myslim :-)

Uréité Té zajimé, na jaké typy prikladi se d4 toto lemma aplikovat. Resenim
drtivé vétsiny tloh bude pravé pocet orbit pfi pisobeni grupy symetrii daného
objektu na mnozinu vSech obarveni ¢i konfiguraci.

Ulohy

Priklad 1. Kolik riznych néhrdelnikt lze sestavit ze 3 sklenénych a 5 dieveé-
nych koralkia? Koralky jsou navlecené na $itrce, takze dva nahrdelniky lisici se
jen pootocenim, povazujeme za shodné. Jak se vysledek zméni, budeme-li moci
néhrdelnik i pfevracet?

Priklad 2. Kolik nahrdelnikt lze sestavit z k sklenénych a 8 — k dfevénych
koralka?

Priklad 3. Kolika zptisoby lze obarvit policka Sachovnice

(1) 3x3

(2) 4x4

(3) nxn
dvéma barvami? Dvé obarveni povaZzujeme za stejna, pokud lze dostat jedno z dru-
hého pootocenim Sachovnice.
Piiklad 4. Reste piedchozi tlohu za predpokladu, ze je Sachovnice sklenéna,
(sklo je prithledné, Sachovnice se ted d& i pfeklapét).
Priklad 5.

(1) Détska sachovnice obsahuje 3 Gervené, 3 modré a 3 zelené Gtvercové desti-
¢ky. Kolika zptisoby je lze sestavit do velkého étverce 3 x 37
(2) Jak se zméni vysledek, pokud je mozné dilky pevné spojovat?

Priklad 6. Kolika zptisoby lze obarvit stény krychle

(1) 2 barvami?
(2) k barvami? Dvé obarveni povazujeme za totoznd, pokud lze jedno dostat
z druhého otoc¢enim krychle.

Priklad 7. Kolika zptisoby lze na stény krychle umistit ¢isla 1-67 Kolika zptisoby
to lze udélat tak, aby byl soucet protilehlych ¢isel 77

Priklad 8. Kolika zptisoby lze obarvit stény ¢tyfsténu

(1) 2 barvami?
(2) k barvami?
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Dvé obarveni povazujeme za totozna, pokud lze jedno dostat z druhého otocenim
étytsténu. Co se stane, pokud budeme uvazovat vSechny symetrie ¢étyfsténu?

Ulohy jsou ¢erpany ze sbirky ,Piiklady z algebry“, kterou sepsal David Sta-
novsky.

Zdroje

Robert Sdmal: Burnsideovo lemma, aneb kterak nahrdelniky spoéitati
David Stanovsky: Priklady z algebry
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