Burnsideovo lemma aneb kterak

nahrdelniky spocitati
| Robert Simal

Pojmy

Burnsideovo lemma ndm umoziuje velice jednodusSe spocitat néco, o ¢em se zda, ze
to snad ani spocitat nejde. Nez se ale dostaneme k vlastnimu lemmatu, je tfeba uvést
(resp. pfipomenout) nékteré pojmy.

Permutace, grupa

Bud X néjakd mnozina. Symbolem S(X) znaéime grupu vsech permutaci mno-
ziny X. Tohoto pojmu se nemusis lekat. Permutace na mnoziné X je prosté néjaké
»brehazeni* prvkil této mnoziny, formalné zobrazeni z X do X, které je prosté (zadné
dva prvky se nezobrazi na stejny prvek) a na (na kazdy prvek se néco zobrazi).

Mnozinu vSech permutaci na mnoziné X budeme znacit S(X), jednotlivé permu-
tace budou znafeny feckymi pismenky (7, p, ... ). Permutace mizu skladat (tj. nej-
prve provedu jednu, pak druhou) a k dané permutaci mtzu najit inverzni. Vpodstaté
to je minéno slovy ,,S(X) je grupa“. Poznamenejme jenom, Ze m o p znaéi permutaci
vzniklou provedenim p a pak provedenim 7 (zapis je stejny jako p¥i skladani funci).

Pro dalsi uvahy jesté vezméme jednu pevnou podgrupu grupy S(X) a oznacme
ji G. Slovem podgrupa se mini, ze G je néjakd mnozina permutaci, pfi¢emz s kazdou
permutaci obsahuje i jeji inverzi a se dvéma permutacemi obsahuje i jejich slozeni
(mj. tedy obsahuje i identitu, tj. permutaci, kterd vSechny prvky nechéva na misté).
Pro dalsi avahy budou mnozina X a grupy S(X) a G pevné.

Orbita

Pro z € X ozna¢me Oz = {m(z) | 7 € G} takzvanou orbitu prvku z; v podstaté
to jsou body, kam se mizu z z dostat pouzitim permutaci z G. MnoZzinu vsSech orbit,
tj. {Oz | z € X}, budu znacit 0.

Vsimni si, ze pokud y € Og, tak Oy = Oy. Intuitivné je to jasné — pokud se
z jednoho mista mohu dostat do druhého, tak se z obou mohu dostat do tychz mist.
A neni problém toto pfeformulovat do presného dikazu.

Z toho ovsem plyne dulezity dutsledek: orbity tvori rozklad mnoziny X. Tim se
mini, ze kazdé x € X lezi v pravé jedné orbité. Zjevné totiz z € Oz. Pokud by =
lezel jesté v néjaké jiné orbit€, tj. © € Oy a Oy # Oy, pak je dle pfechoziho odstavce
Oz = Oy, coz je spor. V mnoziné & jsou tedy mnoziny, které jsou po dvou disjunktni
a jejichz sjednoceni je celé X.
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Pevné body, stabilizator

Je-li m € S(X), oznaéme Pr = {z € X | n(z) = z} mnozinu tzv. pevnych bodi
permutace 7, tj. téch bodu, které m nechava na misté.

Pro € X ozna¢me Sty = {m € G | n(z) = «} mnoZinu téch permutaci z G,
které nehnou s z.

Burnsideovo lemma

Véta. (Burnsideovo lemma)

1
Ol == P

TeG

¢ili slovy: pocet orbit jest prumérny pocet pevnych bodi permutaci z G.
K dtkazu pouzijeme nésledujici lemma.

Lemma. (Vlastnosti St)
Je-li z € X, tak |Oz| - |Stz| = |G|.
Jsou-li z,y € X ay € Og, tak |Stz| = |Sty].

Diikaz. (1) Pro y € Oz oznaéme 7y néjakou permutaci z G, kterd prevadi = na y,
tj. my(z) = y (n&jaka takova urcité existuje, jinak by y nebylo v Oy).

Chceme ukazat, ze dvojic (y, p), y € Oz, p € Sta, je stejny pocet jako prvkia G.
Nejlépe to udélame tak, ze najdeme predpis, jak takové dvojici priradit prvek G tak,
aby rtznym dvojicim odpovidaly rizné prvky G a kazdy prvek v G byl pouzit.

Dvojici (y, p) pfifadme prvek F(y,p) = my o p. Protoze my i p byly prvky G, je i
jejich slozeni prvek G. Nyni je tfeba ukazat, Ze zobrazeni F' je prosté a na.

F je prosté ... vezméme (y1,p1) # (y2,p2). Necht nejprve y; # ya. Potom
F(y1,p1)(z) = y1, F(y2, p2)(x) = y2, a tedy zobrazeni F(y1,p1) a F(yz2,p2) se lisi
alespont hodnotou v prvku z. Necht je tedy y1 = y2 = v, a tudiz p1 # po. Existuje
proto néjaké z € X, pro néz pi(z) # pa2(z). Ovsem pak i F(y, p1)(2) # F(y, p2)(2).
Takze I je prosté.

F je na ... méjme o € G a hledejme y € X, p € Sts, ze F(y,p) = 0. Laskavy
Ctenaf snadno nahlédne, ze staci vzit y = o(z) a p = 1, ' 00

(2) Abychom ukazali, Ze |Sty| = |Sty|, najdeme néjaké zobrazeni F' : Sty — Sty,
které bude prosté a na. Polozme F(p) = myopo 7ry’1. Thned vidime, Ze pro p € Sty
je F(p) € Sty, a jako neprilis tezké cviceni si rozmysli, ze F' je prosté a na.

Diikaz. (Burnsideova lemmatu) Dokazovanou rovnost upravme na tvar |0] - |G| =
Y req |Pr|. Uvazme nyni mnozinu A = {(r,z) | # € G,z € Pr}. Nyni pouzijeme
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pomérné casty trik: budeme pocitat velikost mnoziny A dvéma zptsoby. Nejprve
berme permutace 7 z G jednu po druhé a pro kazdou zjistéme, kolik € X je mozno
k 7 pfidat, aby vznikla dvojice z A. Timto postupem zjistime, Ze |A| = > o |Pr|-
A ted naopak probirejme prvky X a pro kazdy uréeme, kolik k nému mtZeme
pfidat permutaci 7. Takto zjistime, Ze |A| = >y |Sts|. Vzhledem k predchozimu
lemmatu, ¢asti (2), je toto rovno Y- e 5 |Ozo| - |Stas |, kde zo je libovolny prvek O.
Vzhledem k lemmatu, ¢asti (1), mizeme toto dale upravit na ) 5 |G| = |0] - |G|.
Dohromady tedy dostavame |O| - |G| = 3 4 |Pr|, coz jsme chtéli dokazat.

Aplikace

Pokud ses procetl dikazem az sem, pak Ti blahopfteji, zde Té ¢ekd odména — do-
zvi$ se, jak pomoci Burnsideova lemmatu spocitat par prikladki. Z toho prvni tady
skutecné spoctu, dalsi si mizes zkusit rozmyslet sam, nebo pockej na prednasku.

Méme t#i brilianty a pét safirti, z nichZz méame za tkol sestavit co nejvice riznych
nahrdelnikt (resp. zjistit, kolika zpisoby to jde). Nahrdelnik vypada tak, Ze nase
drahokamy navledeme na Sitrku (ta je vzadu svdzana, ¢ili je to kruznice). Pfitom
dva nahrdelniky, které se lisi jen pootocenim, povazujeme za shodné.

Kdybychom nedodali posledni v&tu, byla by odpovéd lehkd, hledany pocet by
byl (g) = 56 (poc¢itdme ,pevné“ néhrdelniky, tj. ndhrdelniky, u kterych zélezi na
natoc¢eni). Nam ovSem nékteré nahrdelniky splynou, takze jich bude méné. Jednou
z moznosti, jak to zjistit, je pouzit Burnsideovo lemma.

Nasi mnozinou X budou vSechny pevné nahrdelniky. Grupa G bude odpovidat
pootocenim néhrdelniku. S ndhrdelnikem muzeme provést celkem osm rotaci Ry, Rq,
..., Ry, pficemZ Ry, je rotace o k - 45°. Kazdé této rotaci odpovidd permutace na
mnoziné vSech pevnych nahrdelnik. Napt. rotaci R; odpovidd permutace 71, kterd
kazdy pevny ndhrdelnik zobrazi na jiny pevny ndhrdelnik, oproti pivodnimu otoc¢eny
0 45°.

Nyni pocet orbit, tj. ||, je hledany pocet. Jedna orbita je totiz tvofena pevnymi
nahrdelniky, které jdou na sebe prevést otocenim a které tedy povazujeme za jeden
nahrdelnik. Burnsideovo lemma nam 1ika, Ze tento pocet mizeme zjistit tak, Zze pro
o, - .. , ™7 uréime pocet pevnych bodu a spo¢teme priumeér. Protoze 7y je identita, ma
| X, tj. 56, pevnych bodi. Snadno se rozmysli, Ze ostatni permutace zadné pevné body
nemaji (pokud ti to nepfipadd snadné, tak si nakresli obrézek; pokud to nepomuze,
tak pfijd na pfedndsku). Pramérny pocet pevnych bodi je tedy 56/8 = 7. Hledany
pocet nahrdelnikt je tedy 7.

Mozn4 si Fikas, Ze na tohle bys pfisSel i bez Burnsideova lemmatu a mnohem snéaze
— a urcité mas pravdu. Tohle byl také jenom ilustra¢ni priklad, ktery mél objasnit
situaci. Predstav si ale, Ze mas totéz zadani, v némz je vSak tficet tfi brilianti a
padesat pét safirti. To uz bych se neodvazil fesit rozebiranim vsech pripadi. A kdyby

17



Rokytnice nad Jizerou '98

tam dokonce bylo b brilianta a s safird, tak uz to néjak ,normélné“ ani resit nejde.

Dalsi pékny priklad na uziti Burnsideova lemmatu je zjistit, kolik existuje troj-
barevnych krychli. Tj. kolika zpiisoby lze obarvit stény krychle tfemi barvami (¢erné,
bile a modfe), pfi¢emz dvé obarveni povazujeme za totozné, pokud néjakym natoce-
nim kostky mtizeme dostat z jednoho obarveni druhé. Vsechny tyto ptiklady jdou fesit
aplikaci Burnsideova lemmatu, jediné, v ¢em se budou lisit, je probirani jednotlivych
permutaci z G a pocitani jejich pevnych bodi.
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