Booleova algebra
l Lubo$ Stépanek

Uvod

Booleova algebra (éti ,bulova“), nazvana podle irského matematika a logika Ge-
orge Boolea (1815-1864), je uzitetnd v mnoha matematickych disciplindch a ma
velmi Siroké uplatnéni v technickych aplikacich. Tvori teoreticky zaklad pro navr-
hovani rozmanitych regulovacich a rozhodovacich systémi.

Pro nas je podstatné, ze vytvari urcitou zastfesujici teorii pro algebru mnozin
a algebru vyrokti a dobie se hodi i pfi feSeni tloh z rekrea¢ni matematiky. Kdo umi
Booleovu algebru, v mnozinach a vyrocich se tedy neztrati. I pfes svij ,,odborné“
znéjici nazev je Booleova algebra dost dobfe pfistupnd a zajimava i pro PraSétka,
ktera se ze stfedoskolskych lavic na matfyz teprve tési. ;-)

Zavedeni pojmi

Pro lepsi pochopeni Booleovy algebry si osvézime nékteré vseobecné pojmy, které
se Casto zapominaji. Na prednasce je jen tak zbézné ,prolétneme® a priblizime si je
na konkrétnich prikladech, proto se nelekejte jejich rozsahu a zdanlivé formalnosti,
nicméné pomuze nam vidét je pred sebou napsané. ;-)

Definice. (kartézsky sou¢in) Kartézskym sou¢inem mnozin K a L nazyvdme
mnozinu vSech uspofddanych dvojic [x,y], kde x € K a y € L. Kartézsky soucin
mnozin K, L oznacujeme K x L.

Definice. Zobrazenim mnoziny K do mnoziny L (stru¢né ,K do L¥) nazyvéame
kazdou podmnozinu T kartézského soucinu K x L, pro niz plati, ze ke kazdému
x € K existuje pravé jedno y € L takové, ze [x,y| € T.

Definice. (bindrni operace) Zobrazeni mnoziny K do mnoziny L, kde K = LxL,
nazveme binarni operace na mnoziné L a oznacime .,z =xxy na L“ ¢i ,z=1xoy
na L*“. Binarni operaci na L pak tvoii kazda podmnozina U kartézského souc¢inu
(L x L) x L takovd, ze ke kazdé usporadané dvojici [x,y] € L x L existuje pravé
jedno z € L tak, ze [[x,y], 2] € U.

Definice. (unérni operace) Zobrazeni mnoziny K do mnoziny L, kde K = L,
nazveme unarni operace na mnoziné L a oznac¢ime napr. ,y =T na L“ ¢i ,y = z*

na L“. Unarni operaci na L pak tvori kazda podmnozina V kartézského souc¢inu
L x L takova, Ze ke kazdému x € L existuje pravé jedno y € L tak, ze [x,y] € V.
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Definice. Prvky x,y, z nalezi mnoziné L. Operaci u = x * y na L nazyvame:
(a) komutativni, pravé kdyz plati x x y = y * .
(b) asociativni, pravé kdyz plati (z x y) x z = x * (y * 2).

(c) distributivni vzhledem k operaci w = xoy na L, pravé kdyz plati x « (yoz) =
= (zxy)o(zxz)azdroven (yoz)*xx = (y*xx)o (z*x).

Definice. (neutralni prvek) Neutrdlnim prvkem vzhledem k operaci u = z xy
na L nazyvame prvek e € L, pro néjz plati: Pro vSechna x € L jexxe =e*xx = x.

Piiklad 1. U binarnich operaci u = = + 2y a u = 22 + y2 na R zpaméti urcete,
zda jsou komutativni, asociativni a zda u nich existuje neutralni prvek.

Priklad 2. Namnoziné R uvazujme notoricky znamé bindrni operace max(z,y) a
min(z, y). Zjistéte, zda jsou tyto operace komutativni, asociativni, zda je max(x, y)
distributivni vzhledem k min(z, y) a naopak. Nakonec stanovte neutralni prvky pro
jednotlivé operace.

Booleova algebra
Nyni uz mame za sebou teoreticky zaklad pro zavedeni Booleovy algebry.

Definice. (Booleova algebra) MnozZinu B a na ni definované operace budeme
nazyvat Booleovou algebrou, pokud bude splnéno vse nasledujici:

(i) Mnozina B neni prazdnd a je na ni definovdna rovnost prvki.

(ii) Na mnoziné B jsou definovany dvé bindrni operace (fikejme jim ,sc¢itani“
a ,nasobeni) a jedna undrni operace (fikejme ji ,,doplnék®).

(iii) Obé bindrni operace jsou komutativni a asociativni.

(iv) Bindrni operace ,s¢itani“ je distributivni vzhledem k operaci ,,ndsobeni“
a naopak operace ,nasobeni“ je distributivni vzhledem k operaci ,,s¢itani“.

(v) Ke kazdé z binarnich operaci existuje pravé jeden neutralni prvek; pfitom
jsou oba tyto neutrdlni prvky navzdjem riizné (pro operaci ,*“ oznacme
neutralni prvek e* a pro operaci ,,0“ ho oznac¢me e°).

(vi) Unérni operace ,doplnék“ y = 2’ definovand na B spliiuje = x 2’ = e
a zéroven r o x' = e*.

(o)

Definice. (Booleova algebra alternativné)  Pokud budeme oznacovat prvky Bo-
oleovy algebry malymi pismeny a,b,c,...,x,y, 2, rovnost prvkia rovnitkem ,=*,
binarni operaci ,sc¢itani“ plusem ,+“ a ,nasobeni“ symbolem krat ,-“, unarni
operaci ,doplnék® budeme znacit y = x’, déle kdyz neutrdlni prvek pfi ,s¢itani
oznacime 0 a neutralni prvek pri ,nasobeni“ oznac¢ime 1, miizeme Booleovu algebru
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alternativné zadefinovat jako kompletné platnou skupinu vyroku (1) — (10):

—

r+yYy=y+zx
TY=Y-T
F+y)+tz=z+y+2)
(@y)-z=x-(y-2)
-(y+z)=(r-y)+(z-2)
e+ (y-2)=(x+y) (x+2)
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r+0==z 7
r-l==x 8
z+a =1 9
x-z'=0 (10

Takto zavedenou Booleovu algebru budeme znadit (B, +,-,").10

Na prednasce si ukdzeme, jak dokazat platnost nasledujicich vét vyplyvajicich
z vlastnosti obecné Booleovy algebry. Vsechno asi nestihneme, proto pfednaska
vlastné jen naznaci charakter pouzitelnych dikaz.

Véta. Pro kazdy prvek x € B Booleovy algebry plati:

r+x y=x+y

r+r==x (11)
T-r=x (12)
z-0=0 (13)

r+1=1 (14)
(@) == (15)

Véta. Pro vSechny prvky x,y € B Booleovy algebry plati:
(z+y) =2a"y (16)
(z-y) =2"+y (17)
rtzry=x (18)
z-(x+y)=2x (19)
(20)
(21)

z- (¢ +y) = zy

10Bystry &tenaf si mozna vsiml, ze druha definice Booleovy algebry je ponékud slabsi, nevy-
zaduje totiz jednoznacnost neutralnich prvka pro kazdou operaci. Na prednasce si ukazeme, ze
jednozna¢nost neutralnich prvki pro konkrétni binarni operaci lze dokdzat z axiémi (1), (2), (7)
a (8).
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Véta. Necht x,y jsou libovolné prvky mnoziny B. Pak plati:

z4+y=0 <<= 2=0Ay=0
rzy=1<= zrz=1Ny=1

r=y < zy +2'y=0

r=y = (z+y) (@' +y) =1

Arsendl vztahii (1) — (25) se hodi pfi FeSeni napf. nasledujiciho ptikladu.
Priklad. Zjednoduste néasledujici zapisy vyrazi Booleovy algebry tak, aby ob-
sahovaly co nejméné symboli:

(a) abe+[V'-(a' + ),
(b) (ab+de) -(d+e)-ca-(c+V).

Modely Booleovy algebry

Definice. (Model Booleovy algebry) Modelem Booleovy algebry nazveme kaz-
dou neprazdnou mnozinu a na ni definované dvé binarni a jednu unarni operaci,
pokud pro prvky této mnoziny plati vSechny axiomy (1) — (10).

Predchozi definice zaroven i naznacuje, co musi byt splnéno, abychom mohli
néjakou mnozinu s jejimi operacemi povazovat za model Booleovy algebry.

Tvrzeni. Zvolme za B mnozinu M vSech podmnozin neprazdné mnoziny M,
operaci s¢itani, nasobeni a doplnék na B konkretizujme postupné jako sjednocent,
primik a doplngk na M. Pak pro Vsechny prvky mnoziny M plati axiémy (1)
— (10). Rikéme, %e mnoZinové4 algebra (M ,U,N,") je modelem Booleovy algebry
(Ba +a 'ﬂ/ )

Tvrzeni. Zvolme za B mnozinu H = {0, 1} pravdivostnich hodnot vyrokd, ope-
raci s¢itani, nasobeni a doplnék na B konkretizujme postupné jako disjunkci, kon-
junkci a negaci na H. Pak pro vSechny prvky mnoziny H plati axiémy (1) — (10).
Rikéme, Ze algebra pravdivostnich hodnot (H,V, A, —) je modelem Booleovy alge-
bry (B, +,-,).

Na zakladé predchozich dvou tvrzeni mizeme fesit nasledujici priklad pomoci
pravidel a vét (1) — (25). U nékterych dalsich ptikladi si na pfednésce aspoi trochu
naznacime i aplikaci jejich vysledkt naptiklad v technické sféie.

Priklad 1. Rozhodnéte, zda pfi standardnim znaceni plati:
(a) (ANB)U(AUB)=ANPH,
) [XVY)A-X]V(YVYX) < (XV-X).
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Pfiklad 2. Bud mnozina C = {1,2,3,6}. Definujme na C bindrni operace ,tvo-
feni nejmensiho spole¢ného nasobku“, ,tvoreni nejvétsiho spolecného délitele
a unarni operaci ,u = 6/z“. Dokazte, Ze C' s takto definovanymi operacemi je
modelem Booleovy algebry.

Piiklad 3. V Booleové algebie (D, +,-,/), kde D = {0,1} je mnozina obou
neutralnich prvku, feste rovnici o jedné neznamé x:

(@ +1) +(z+0)) = 0.
Priklad 4. V Booleové algebte (D x D, +,-,), kde D = {0, 1} je mnozina obou
neutralnich prvki, feste soustavu rovnic o nezndmych z, y:
(a)
(@+y) @ +y) ==

r+y =,

(b)
ar +by =1
ay + bz’ =1,

kde a a b jsou parametry z D.
Piiklad 5. Reste rovnici
XNn{4,6,8} =(X'U{3,5,7})NX
0 jedné proménné X v mnoziné K vsech podmnozin mnoziny K = {1,2,3,4,
5,6,7,8}.

Priklad 6. Pokuste se ukazat, ze systém axiému Booleovy algebry je zavisly, tj.
nékteré z axiomu (1) — (10) lze nahradit kombinaci jinych axiémt z oné desetice.
(Napovéda: Odvodte axiém (3) z axiému (1), (2), (5) — (10).)

Definice. (booleovskd funkce)  Booleovskou funkei o n proménngch (n € N)
na dvouprvkové mnoziné D = {0,1} obou neutrdlnich prvki nazveme zobrazeni
mnoziny D x D x D x ... x D do mnoziny D.

n

Véta. Pro kazdou booleovskou funkci f o n proménnych x1, 2, ..., T, z mnoziny
D ={0,1} plati:
fru = f(Q,1,...,1,1) - z1,22,...,Zpn-1,Zn +
+ f(1,1,...,1,0) - z1,22,...,%p-1,2, +

+ f(oaov"'aovl)'x/lvxév"'vxnflvxn +
f(0,0,...,0,0)-x;,x;,...,ﬂcln,l,xn.
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Prfiklad 7. Booleovska funkce k o tfech proménnych x, y, z z mnoziny D = {0, 1}
je uréena nasledujici tabulkou. Urcete funkci k rovnici.

z|y|z|k(z,y 2)
111 1
110 1
E 0
1(0]0 0
011 1
0[1[0 0
001 0
0(0[0 1

Literatura

Mnohem vic pfikladi, hezky vysvétlena feseni a dokonce i technické aplikace, na
které v tomto prispévku nezbyl prostor, najdete v

[1] Oldfich Odvarko: Booleova algebra, edice Skola mladych matematiki, Pra-
ha, 1973.

63



