Bezctvercova slova

| Jifi Koula

O co jde

Predstavte si, ze mate k dispozici pismena a, b, ¢ a tvorite z nich posloupnosti,
budeme jim fikat slova (tedy slovo pro nas bude libovolna posloupnost, nestardme
se 0 vyznam). Pokud se ndm ve slové vyskytnou dva stejné Fetézce bezprostiedné
za sebou (napf. ve slové abccbacbab to je Tetézec cba), Fekneme, Ze slovo obsahuje
¢tverec. Nasim cilem bude ukéazat, Ze je mozné z pismen a, b, ¢ vytvorit libovolné
dlouhé bezétvercové slovo (tedy slovo, které neobsahuje ¢tverec) — schvalné, zkuste
si najit néjaké takové slovo délky alespon sto — dokonce sestrojime slovo nekone¢né
délky s touto vlastnosti. K dikazu pouzijeme oblibenou fintu — problém pievedeme
na néjaky jiny problém, ktery uz nékdo vyresil :-).

Néco definic

Definice. Abecedou A nazveme neprazdnou kone¢nou mnozinu, jeji prvky budeme
nazyvat pismena. Slovem nad abecedou A rozumime kone¢nou posloupnost pismen
z A. Prdzdné slovo (posloupnost délky 0) znacime €. Mnozinu slov nad abecedou A
budeme znacit A*, AT ozna¢ime mnozinu A\{e}.

Definice. Spojeni slov u a v budeme znacit uv (uv tedy vznikne tak, Ze ,na konec u
prilepime v¥). Morfismem mezi A* a B* nazveme zobrazeni f : A* — B* takové, ze
f(e) =cea f(w) = f(u)f(v) pro viechna u,v € A*. Slovo u nazveme podslovem slova
v, pokud existuji slova x a y takova, ze v = zuy. Slovo u se nazyva levé podslovo,
pokud z = ¢. Je-li u slovo, pak |u| znad¢i jeho délku a uft je slovo u zapsano v opacném
poradi. Palindrom je takové slovo, pro néz u = uft.

Definice. Ctverec je slovo tvaru uu pro néjaké u # €. Slovo obsahuje ¢tverec, pokud
néjaké jeho podslovo je ¢tverec, v opacném piipadé je nazveme bezctvercové.

Definice. Necht A je abeceda, u,v € AT a u se vyskytuje ve v alespori dvakrat.
Potom existuji x,y,2’,y € A* takova, ze |x| < |2'|, ly| > |¥'| a v = zuy = z'uy’.
Vyskyty u ve v se nazyvaji

1) disjunktni, pokud |z'| > |zu|, tedy v = zuzuy’ pro néjaké z € AT,

2) piilehlé, pokud |z'| = |zul, tedy v = zuuy’.

3) piekryvajici se, pokud |x'| < |zul.
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K ¢emu jsou definice

Nyni uz méme (téméf) dostatek prostfedkd, abychom mohli pomalu sméfovat
k cili.

Definice. Priekrijvajici se podslovo je podslovo tvaru avava, kde a € A, v € A*.

Lemma. Slovo w € A* obsahuje dva piekryvajici se vyskyty néjakého neprazdného
slova praveé tehdy, kdyz obsahuje prekryvajici se podslovo.

Definice. Nekonecnym slovem nad abecedou A myslime nekonecnou posloupnost
pismen z A, tedy zobrazenia : N — A, piSeme a = agajaz ..., kdea; = a(i) proi € N
(nulu v této pfedndsce pocitdme mezi pFirozend ¢isla). Definujme al* = agay . .. ap_1
a nazvéme toto slovo levym podslovem a délky k. Je-li u = a[k], potom a = ub, kde
bi =a;q)y, it €N Slovo u nazveme podslovem a, pokud a = zub pro néjakd x a b.

Nekonecéna slova jsou uzitecna pro popis vlastnosti, které jsou stabilni vzhledem
k podsloviim — to jest pokud néjaké slovo ma danou vlastnost, pak ji maji i vSechna
jeho podslova. Rekneme, ze nekoneéné slovo mé vlastnost P, pokud ji maji vSechna
jeho podslova. ,Bezctvercovost® je pochopitelné prikladem takové vlastnosti. To ob-
jastiuje vyznam spojeni ,nekonecné bezétvercové slovo“. Necht Lp znad¢i mnozinu
vSech slov s vlastnosti P. Je-li P stabilni vzhledem k podslovim a w € Lp, potom
i vSechna podslova w jsou v Lp.

Lemma. Necht P je vlastnost slov nad A stabilni vzhledem k podsloviim. Potom
Lp je nekonecna pravé tehdy, kdyz existuje nekonecné slovo nad A s vlastnosti P.

Definice. Méjme posloupnost wg, w1, ... slov nad A takovou, Ze wy, je levym pod-
slovem wy,11 pron € N. Oznac¢me a nekonecné slovo spliiujici al*! = wy, prok = |wnl,

n € N. PiSeme a = limwy, a a nazyvdme limitou posloupnosti (wn)peq-

Uvazujme néasledujici specialni p¥ipad. Necht o : A* — A* je morfismus takovy,
ze a(a) # e proa € A a Jag € A takové, ze a(ag) = agu pro néjaké u € At (tikéme,
ze « spliiuje (V) pro ag). Potom pro kazdé n ptirozené je

Oén+1(0/0) = a"(a(ag)) = a"(apu) = " (ag)a" (u),

tedy a"(ag) je levé podslovo a™t1(ap). Limita této posloupnosti se zna&i a™ (ag).
Je mozné « pfirozené rozsifit na nekonecna slova nad A, sta¢i pro b = bgb; ...
definovat a(b) = a(bo)a(by) ..., toto slovo je nekoneéné diky prvni podmince (©).

Lemma. Necht a spliuje (V) pro ag a a = a™(ag). Potom a(a) = a.
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Thue-Morseova slova

Nyni si ukdzeme, pfes co se dostaneme ke kyzenému nekone¢nému bezctvercovému
slovu — timto prostifedkem budou Thue-Morseova slova, coz jsou slova, ktera neob-
sahuji prekryvajici se podslovo. Domluvme se, ze od tohoto mista dale bude vzdy
A = {a,b}. Pro slovo w € A* ozna¢me W slovo, které vznikne z w tak, Ze vSechna
a nahradime b a naopak. Necht p : A* — A* je morfismus definovany u(a) = ab
a p(b) = ba. Jisté p splituje (V) pro a a b. Oznaéme

t = u>°(a) = abbabaabbaababbabaababbaabbabaab. . .

t = 1°°(b) = baababbaabbabaababbabaabbaababba. . . .
Lemma. Necht ug = a, v9 = b, Up41 = Un¥Un, Unt1 = Unupn pro kazdé n € N\{0}.

Potom pro vsechna n € N plati

1) un = p"(a), vn = p" (b),
2) Un = Un, Un = Un,

3) uap, vay, jsou palindromy, U§n+1 = V2p41-
Lemma. (1) Je-li X = {ab,ba}, x € X*, potom axa ¢ X*, bxb ¢ X*.

Lemma. (2) Pokud w € AT neobsahuje piekryvajici se podslovo, potom je neobsa-
huje ani p(w).

Véta. Nekonecné slovo t neobsahuje prekryvajici se podslovo.

Bezctvercova slova

Nyni uz koneéné mizeme vyslovit a dokazat to, o co nadm od zacatku jde.

Véta. Necht B = {a,b,c} ad : B* — A" je definovdno §(a) = abb, 6(b) = ab,
d(c) = a. Déle méjme nekonecné slovo a nad A zacinajici pismenem a takové, Ze
neobsahuje piekryvajici se podslovo. Je-1i b nekonec¢né slovo nad B takové, ze 6(b) = a,
potom b je bezctvercové.
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