Bayesova véta a lékarska diagnostika

| Pdta Rexova

Bayesovské metody jsou ve statistice hojné pouzivané. Ve strucnosti 1ze bayesovsky
pristup charakterizovat tak, ze pfi odhadovani néjaké pravdépodobnosti ¢i pfi testo-
vani hypotéz vezmeme v potaz nejen data ziskana pravé provedenym pozorovanim, ale
i tzv. informace apriorni, tj. informace zname jiz pfed pokusem (af uz jde o informace
ziskané né&jakym diivéjsim pozorovanim, ¢ o pouhou domnénku, odhad).

Pfiklad. Ozna¢me C jev, Ze ndhodné vybrand osoba ma rakovinu. Z oznaéme jev
doplnikovy, tj. to, Ze tato osoba rakovinu neméa. Predpokladejme, ze 1ékari maji k dis-
pozici test se senzitivitou a specificitou 95%, to jest takovy test, Ze ma-li dana osoba
rakovinu, test da s pravdépodobnosti 95% kladny vysledek (ozna¢me +), a nemé-li ra-
kovinu, test d& s pravdépodobnosti 95% zaporny vysledek (oznaéme —). Matematicky
zapsano plati:
P(+|C) =10,95; P(—|C)=0,05, P(+|Z)=0,05; P(—|Z)=0,95.

Pfitom necht je znamo, ze ve sledované populaci mé rakovinu 0, 5% lidi (toto jest ona
apriorni informace). Jestlize u ndhodné vybrané osoby dal test pozitivni vysledek,
jaka je pravdépodobnost, Ze tato osoba rakovinu skutecné ma?

Na to, abychom se mohli vice rozhovotit o teorii k tomuto piikladu, budeme
potifebovat polozit zaklady z diskrétni teorie pravdépodobnosti. Na chvili proto odbo-
¢ime. Nésledujici definice se mzou na prvni pohled zdat komplikované, na prednasce
si je vSak velmi rychle objasnime na konkrétnich pfikladech.

Zaklady z diskrétni pravdépodobnosti

Definice. Ndhodnym jevem A chapeme tvrzeni o vysledku pokusu. Rikdme pak,
Ze jev nastal, je-li toto tvrzeni pravdiveé. AL oznacujeme jev doplrikovy (to, Ze jev A
nenastal), AUB oznacujeme sjednoceni dvou jevii (to, Ze nastal alespori jeden z nich),
AN B oznacujeme prinik jevi (to, ze nastaly oba jevy zdrovern).

Uvédomme si nyni, co vlastné chapeme pod pojmem pravdépodobnost.
Definice. (Klasicka definice pravdépodobnosti)  Necht elementédrni jevy jsou vSechny
stejné pravdépodobné. Pak pravdépodobnost jevu A je podil poc¢tu pfiznivych jevi

ku poctu vsech elementarnich jevi.

Tato definice se ukézala byt ne pfili§ vhodnou (ukazeme si, pro¢), pravdépodob-
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nostnici se brzy priklonili k tzv. Kolmogorové definici pravdépodobnosti:

Definice. Bud {2 mnozina elementérnich jevii w. Rekneme, Ze systém podmnozin A
mnoziny ) je o-algebra, jestlize pro néj plati:
(i) A je neprédzdn4.

0o
(it) A1,A9,---€e A= U 4; € A.
i=1

1=

(ii)) Ac A= Al e A.

Napriklad pro 2 konednou miize byt jeji o-algebrou mnozina vSech podmnozin
(jak tomu v diskrétnich pfikladech ¢astokrat byva).

Definice. Pravdépodobnosti zveme redalnou funkci P(A) : A € A — [0, 1], pro kterou
plati:
(1) P(Q)=1,P(®) =0.
(#1) P(A) > 0 pro kazdé A € A.
o0

o0
(#it) Jsou-li Ay, Ag,... disjunktni mnoziny z A, pak P(|J A;) = > P(4;).
i=1 i=1

Definice. Podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal jev B, pro

B s P(B) > 0 definujeme jako P(A|B) = szg])g).

Definice. Uping systém jevii je systém jevii By, Ba,... takovy, Ze plati:
(1) U; Bi = Q.
(i1) B;NB; =0 proi # j.

Véta. (O uplné pravdépodobnosti) Necht Bj, ..., By je uplny systém jevi. Necht
n

pro kazdé ¢ plati P(B;) > 0. Pak pro kazdy jev A plati P(A) = Y. P(A|B;)P(B;).
i=1

Dikaz. A=ANQ=AN(ByU---UBy)=(ANB1)U---U(ANBy). Jevy AN B
n n

jsou disjunktni. Cili P(A) = > P(ANB;) = . P(A|B;)P(B;).
=1 =1

A konecné se dostavame k vété souvisejici s nasim prikladem:

Véta. (Bayesova) Necht Bi,..., By je Uplny systém jevi. Necht P(B;) > 0, i =

1,...,n. Necht A je jev a necht P(A) > 0. Pak plati P(By|A) = _P(AIBR)-P(Bi)
/'2—31 P(A|B;)-P(B;)

o P(BrNA P(A|By)-P(B
Diikaz. P(By|A) = (P(k;) L= S (P(lAIkB).);(kB).).
z )-P(B;
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