Ofarbovanie grafov
| Katka Quittnerova

V prednéske sa budeme venovat ofarbovaniu grafov, ¢i uz ich vrcholov alebo hran.
Prv4 cast sa bude tykat Ramseyovej vety. V druhej by som chcela volne nadviazat na
ofarbovanie grafov z ¢asti tohtoroéného seridlu, jej znalost vSak nie je nutna.

Ramseyova tedria

Motivaény priklad. Na vecierku sa stretlo 6 Iudi, kazdi dvaja sa bud poznaju alebo
nepoznaji. Potom medzi nimi existuji 3 Tudia, medzi ktorymi sa kazdi dvaja poznaja
alebo kazdi dvaja nepoznaju.

V takejto verzii je lloha jednoducha. Ak vSak chceme zistit, kolko najmenej ludi musi
byt na vecierku tak, aby sme medzi nimi vzdy nasli péticu tak, aby sa v rdmci nej
kazdi dvaja poznali alebo kazdi dvaja nepoznali, na nasu otdzku zatial nikto nepoznd
odpoved (ani za pomoci poéitadov). Pozrime sa na tento problém trochu obecnejsie.

Veta. (Ramseyova pre grafy) Pre kazdé n a r prirodzené existuje N € N tak, ze
pri lubovolnom ofarbeni hran tdplného grafu K pomocou r farieb existuje podgraf
tohto grafu na n vrcholoch Ky, ktorého hrany maji rovnaku farbu.

Specidlne (pre r = 2) dostdvame, Ze pre kazdé n € N existuje N € N tak, Ze
Iubovolny graf na N vrcholoch obsahuje ako svoj podgraf tiplny graf na n vrcholoch
K, alebo nezavislii mnozinu vrcholov velkosti n.

Najmensie ¢islo N také, ze v grafe K vzdy najdeme tplny K. alebo nezéavisli mno-
zinu velkosti [, zna¢ime N = R(k, 1) (tieto ¢isla sa este daju zobecnit, napr. pri ofar-
bovani r farbami). Presné hodnoty sa vSak poznaji len pre R(3,3) = 6, R(3,4) =9,
..., R(3,9) = 36, R(4,4) = 18, R(4,5) = 25. Dost. Co sa tyka odhadov, tak
napr. 43 < R(5,5) < 49, ale o R(10,10) sa vie uz len 798 < R(10,10) < 23556.

Uloha. Uhlopriecky pravidelného n-uholnika ofarbime 2 farbami. Aké velké musi byt
n, aby vzdy existoval jednofarebny trojuholnik?
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Farebnost grafu

Definicia. Nech G je graf. Ofarbenim grafu G pomocou k farieb rozumieme kazdu
funkciu v : V — {1,2,...,k} takd, ze ak st © a y vrcholy grafu G spojené hranou,
potom u(z) # u(y). Farebnostou grafu G rozumieme najmensie prirodzené ¢islo k,
pre ktoré existuje ofarbenie grafu G pomocou k farieb. Znacime ju x(G).

Pozorovanie. x(G) < A(G) + 1, kde A(G) je maximalny stupen vrcholov grafu G.

Pozorovanie. Ak G je k-reguldrny, t. j. v kazdom indukovanom podgrafe grafu G
existuje vrchol stupnia < k, potom x(G) < k + 1.

Veta. (Brooks) Ak stivisly graf G nie je tipIny ani kruznica neparnej dlzky, potom
x(G) < A(G).

Veta. Pre kazdé k existuje graf bez K3, ktorého farebnost je najmenej k.

Vyberavost grafu

Pojem farebnosti trochu zobecnime, a to tak, ze pre kazdy vrchol budeme mat
zoznam (anglicky list) farieb, ktorymi ho mézme ofarbit. Tradi¢né ofarbenie k farbami
potom dostaneme tak, ze kazdému vrcholu priradime ten isty zoznam {1,2,...k}.

Definicia. Nech pre kazdy vrchol u grafu G je L(u) zoznam farieb pouzitelnych pre
tento vrchol. Listové L-ofarbenie grafu G je ofarbenie f : V(G) — Uuev(G) L(u)
také, ze f(u) € L(u) pre kazdé uw € V(G) a f(u) # f(v) pre kazdu hranu wv € E(G).
Definicia. Najmensie cislo k, pre ktoré je pravda, ze listové L-ofarbenie grafu G
existuje pre kazdy systém L, v ktorom |L(u)| > k pre vSetky vrcholy u € V(G), sa

nazyva vyberavost (choosability) grafu G a znadi sa ch(G).

Pozorovanie. Pre kazdy graf G plati
xX(G) < ch(G) < A(G) + 1.
Ak je G k-degenerovany, potom ch(G) < k + 1.

Veta. (Thomassen) Pre kazdy rovinny graf G plati ch(G) < 5.
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Vetu budeme dokazovat matematickou indukciou a ako to uz byva, bude vyhodnejsie
dokazovat silnejsie tvrdenie:

Veta. Nech G je vonkajsia trianguldcia (t. j. existuje nakreslenie, v ktorom hrani-
ca vonkajsej steny je kruznica a kazda vnutornd stena je trojuholnik). Pri kazdom
vrchole u nech je dany zoznam pouzitelnych farieb L(u), pre ktory plati

(1) Isté dva po sebe iduce vrcholy w,v na hranici vonkajSej steny maji zoznamy
jednoprvkové a rozne (alebo tieto vrcholy si predfarbené réznymi farbami);

(2) Vsetky ostatné vrcholy na hranici vonkajSej steny maji zoznamy 3-prvkové;
(3) Zoznamy u vnitornych vrcholoch st 5-prvkové.

Potom existuje listové L-ofarbenie.

Veta. (Voigt) Existuje rovinny graf, ktory nie je 4-vyberavy.

Hranova farebnost
Ak ndm zostane ¢as, mézme si povedat nieco aj o hranovej farebnosti grafu.

Definicia. Hranovym grafom grafu G nazyvame graf

L(G) = (B(G),{ef 1N | #0).
Hranovou farebnostou grafu G rozumieme farebnost jeho hranového grafu a znac¢ime

X' (G) = x(L(G))-

Pozorovanie. Hranova farebnost je najmensi pocet farieb, ktorymi moZno ofarbit
hrany grafu tak, aby zo Ziadneho vrcholu nevychadzali dve hrany rovnakej farby.

Pozorovanie. A(G) < X/(G).

Veta. (Vizing) Pre hranovii farenost lubovolného grafu G plati x'(G) < A(G) + 1.
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