Barevnost grafu a jeji modifikace
| David Opéla

Teorie grafi je jedno z nejbouflivéji se rozvijejicich odvétvi matematiky. Je to dano
jednak tim, Ze je pomérné mlada (kromé tplnych zacatki, které jsou spojeny se jmé-
nem Eulera, se ji zacali matematici zabyvat az okolo ¢tyticatych let tohoto stoleti), a
také tim, Zze ma mnoho aplikaci v modernich disciplinich (algoritmy). Néktefi z vés
jiz védi, co to je barevnost grafu, kterou se budeme zabyvat. Jak uz to tak v ma-
tematice byva, mnohé pojmy se modifikuji a zobecniuji. A tak my si povime néco
o hranové barevnosti, a také o vybiravosti. Na mé ptrendsce (i s diikazy, které budou
pochopitelné) se dozvite velmi nové vysledky (z devadesatych let), coz je, podle mne,
velmi vzacna piilezitost. Tak ted jiz vite, kterou prednasku si jisté nenechate ujit.

Nékteré pojmy z teorie grafii

Nejprve si samoziejmé fekneme, co to vlastné graf je, a hned k tomu prfidame par
dalsich pojmu.

Definice. Graf je uspoifddand dvojice (V, E), kde E C (‘2/), pricemz V' je mnozina
vrcholi, které si predstavujeme jako body, a E je mnozina hran — ty si miiZeme
predstavit jako ¢ary spojujici vzdy dva body mezi sebou. Pokud graf oznac¢ime né-
Jjakym pismenkem (napf. G), pak V(G), resp. E(G), je mnozina jeho vrchold, resp.
hran. Stupern vrcholu je pocet hran, jez z ného vychazeji. Graf je rovinng, pokud Ize
nakreslit do roviny tak, aby se zadné dvé hrany nekrizily.

Nyni zadefinujeme pojem homomorfismu grafu, ktery uz nam umozni definovat
barevnost grafu. Mimochodem, homomorfismus je velmi obecny strukturni pojem,
ktery prochdzi naskrz celou matematikou a dé se definovat velmi obecné (i kdyz se
Casto definuje pro kazdou strukturu zvlast).

Definice. Budte G a H grafy. Pak zobrazeni f : V(G) — V(H), které spliuje
Vz,y € V(G) (z,y) € E(G) = (f(z), f(y)) € E(H), se nazyvda homomorfismus.
Tedy pokud néjaké dva vrcholy spojovala hrana v ptivodnim grafu, spojuje je i v jeho
obrazu.

Nyni jiz jednoduse zadefinujeme barevnost grafu.

Definice. Necht G je graf. Pak barevnost grafu G je x(G) =min{k e N:3 f: G —
K}, homomorfismus}, kde K, zna¢i uplny graf na k vrcholech, tzn. graf, v némz jsou
kazdé dva (riizné) vrcholy spojeny hranou. Barevnost grafu je tedy nejmensi pocet
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barev, kterymi lze obarvit graf tak, ze kazdé dva vrcholy spojené hranou maji riznou
barvu.

Definice. Ke grafu G definujeme hranovy graf L(G) tak, Ze hrany pivodniho grafu
budou vrcholy nového, a budou spojeny hranou, pokud v ptivodnim grafu mély ony
hrany spole¢ny vrchol. Tedy V(L(G)) = E(G) a (e1,e2) € E(L(G)) < leiNea| = 1.

Definice. Hranovd barevnost grafu je barevnost jeho hranového grafu, tedy xe(G) =

X(L(G))-

Nyni uvazujme, Ze ke kazdému vrcholu je dan seznam barev, jimiz jej mizeme
obarvit. Formélné L : V(G) — P(B), kde B je mnozina barev a P(B) zna¢i mnozinu
vSech jejich podmnozin. Obarveni f : V — B je dobré, pokud kazdé dva vrcholy
spojené hranou maji riiznou barvu. Tedy pokud Vz € V(G) f(z) € L(z) a Vx,y €
V(G) (z,y) € E(G) = [f(z) # f(y).

Definice. Pro graf G je jeho wvybiravost ch(G) = min{k € N : VL : V(G) —
P(B) Yz € V(G) (|L(X)| = k = existuje dobré obarveni G)}. Tedy srozumitel-
néji, pro kazdy seznam barev takovy, ze kazdy vrchol muze byt obarven k barvami,
uz musi existovat dobré obarveni. Je vidét, ze x(G) < ch(G), nebot {1,2,...,x(G)}
pro kazdé x je jeden z moznych seznamii.

Abychom si mohli uvést jeden zajimavy vysledek, fekneme si zhruba, co to je
plocha rodu . Plocha rodu 0 je sféra. VSimnéte si, ze kazdy graf, ktery lze nakreslit
na sféru, lze nakreslit i do roviny, a naopak. Rod plochy se zvysi o jedna, pokud
k ni ptilepite ucho, coz je, zhruba Feceno, Ze vezmete povrch valce (bez podstav),
na povrchu plochy vystifihnete dva kruhové otvory a zohnuty valec za jejich misto
pfilepite. Plochu mizete samoziejmé deformovat a jeji rod se tim nezméni. Nesmite
ji vSak strihat ani lepit.

Véty o barevnostech a vybiravosti

Na prednéasce si fekneme o vétSiné z nasledujicich tvrzeni a u nékterych si ukazeme
i dikaz. Zvlastni pozornost bych vénoval vété o vybiravosti rovinného grafu, jejiz
dukaz je nejnovéjsi a asi i nejkratsi zpusob, jak dokazat, Ze barevnost rovinného grafu
je nejvyse pét. Sice plati, ze barevnost rovinného grafu je nejvyse ¢tyfi, ale k vyfeseni
této otazky znamé pod nazvem problém ¢tyr barev byly pouzity pocitace, a to dosti
podstatnym zpusobem.

Véta. G je bipartitni (tedy jeho barevnost je dvé), pravé kdyz neobsahuje kruznici
liché délky.
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Graf je bipartitni, pokud jeho vrcholy lze rozdélit do dvou skupin tak, ze zadné
dva vrcholy z téze skupiny nejsou spojeny hranou. Kruznice je takovy graf, jehoz
vrcholy lze sefadit tak, Ze kazdy vrchol je spojen pouze s nasledujicim a predchozim
(a prvni je spojen s poslednim). Toto tvrzeni se objevilo jako uloha v minulém ro¢niku
seminaie.

Véta. Kazdy rovinny graf Ize obarvit pomoci ¢tyf barev.

Véta. x(G) < A(G) + 1. Pro G souvisly ostrd nerovnost nastdva pouze pro Ky ¢i
Cokt1-

V této nerovnosti A(G) zna¢i maximalni stupen vrcholu v grafu G. Graf je
souvisly, pokud lze po hranach prejit mezi libovolnymi dvéma vrcholy. Ky je tplny
graf na n vrcholech, Coj41 znadi lichou kruznici. V dalsim w(G) zna¢i maximalni
velikost uplného grafu, ktery lze v G najit.

Véta. Vke N3G, w(Gy) =2 & x(G) = k.

Nésledujici véta je zndma jako Heawoodova nerovnost. Zajimavé je, ze proy = 0
bylo tezké ji dokazat (tj. vyfeSit problém étyf barev), ale lehké najit piiklad, kdy
nastava rovnost. Pro ostatni v je tomu naopak.

Véta. Pokud graf G lze nakreslit na plochu rodu =y, pak plati x(G) < L%(? +

VI+487)].
Véta. xe(G) < A(G) + 1.

V souvislosti s problémem ¢tyf barev je zajimava také tato véta. Jeji vyznam
je v tom, ze pokud by se nékomu podafilo dokazat levou stranu ekvivalence bez
pocitact, znamenalo by to odstranéni namitek nékterych matematikd proti zpisobu
feSeni problému Ctyt barev.

Véta. Pro kazdy tiibarevny graf plati x.(G) = A(G) pravé tehdy, kdyz plati pro-
blém ¢tyr barev.

Véta. Vybiravost kazdého rovinného grafu je nejvyse 5.
Véta. Existuje rovinny graf, jehoz vybiravost je alespon 5.
Véta. Kazdy rovinny bipartitni graf ma vybiravost nejvyse 3.

Véta. Pro kazdy bipartitni graf G plati ch(L(G)) = x(L(Q)).
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