Banach-Tarského paradox

ALEXANDER ,,OLIN“ SLAVIK

Uvod

Roku 1924 spatfil svétlo svéta krasny paradox z dilny Stefana Banacha a Alfreda
Tarského, ktery odhalil, Ze ackoliv se v trojrozmérném euklidovském prostoru (R3) da
bez potizi provozovat klasicka stereometrie, existuji zde i mnoziny, jejichz vlastnosti
odporuji jakékoliv geometrické intuici. Pfesné znéni je nasledujici:

Paradox. (Banach-Tarského, silnéjsi forma) Pro jakékoliv dvé omezené mnoziny
A,B C R3®, které maji neprézdny vnitiek (tj. obsahuji jako podmnozinu néja-
kou kouli), existuje n € N, disjunktni mnoziny Ai,..., A, a disjunktni mnoZiny
By,...,B, takové, ze A= Ay U---UA,, B=ByU---UB, amnoziny A; a B; jsou
pifmo shodné! pro 1 < i < n (neformélné, A lze ,rozfezat“ a ,preskladat“ na B).

Popularni je vSak podstatné slabsi forma paradoxu, kterou si na prednasce doka-
Zeme a kterd pravi (jiz jen neformalné):

Paradox. (Banach-Tarského, populdrni forma) Kouli Ize ,roziezat® a , preskladat*
na dvé koule.

Dusledek. V R? neexistuje ,,univerzalni objem*, tedy funkce y, kterd by kazdé
mnoziné prifadila nezaporné realné cislo ¢i oo, jednotkové krychli by priradila 1,
pii shodnych zobrazenich by neménila hodnotu a pro kazdé dvé disjunktni mnozZiny
A, B CR3 by platilo (AU B) = u(A) + u(B).?

ITedy lisi se jen posunutim a otocenim.

2Tento problém nastésti neni az tak paléivy, jak by se mohlo zdat — s uvedenymi patologickymi
ptipady se v ,praxi“ témeér nikdy nesetkdvame, takze pokud se smifime s jistymi neptili§ striktnimi
omezenimi na mnoziny, u kterych chceme méfit objem (tzv. méfitelné mnoziny), mizeme takovouto
1 sestrojit.
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Plan dakazu

Dukaz provedeme v nasledujicich krocich:

(1) Rozdélime na Gtyfi ¢asti (mnoziny) tzv. volnou grupu generovanou dvéma
prvky, pricemz z dvojic ,protéjsich® ¢asti dokazeme sestavit dvé kopie pu-
vodni grupy.

(2) Analogicky rozklad (prvky grupy interpretujeme jako rotace koule) prove-
deme na kouli, ze které vyhodime nékteré body.

(3) Ukazeme, ze ndm vyhozeni boda v ¢asti (2) nevadi.

Cast (1) - volna grupa a jeji rozklad

Definice. Volnd grupa generovand dvéma proky je mnozina vsech (koneénych) slov
(posloupnosti, fetézct) skladajicich se z ,pismen® a, b, a~ !, b~1, piidemz a a a1,
resp. b a b~! se v téchto slovech nesmi vyskytovat za sebou; navic obsahuje prazdné
slovo e. Tuto grupu znacime Fs. Prvky F5 lze skladat tak, ze prislusna slova napiseme

za sebe? a piipadna zakizana podslova vyskrtneme?.

Nasledujici obrazek ilustruje vyse zminovany rozklad Fb:

Rozkladové mnoziny budeme nadale znacit F,, F,-1 Fp, Fy-1.

Pozorovani. F5 je spodetnd mnozina.

Cast (2) - rozklad koule

V dalsim textu budeme jako B oznacovat jednotkovou kouli se stfedem v pocatku a
S jeji povrch (tzv. sféru).

3Pokud je jednim z téchto slov e, jednoduse misto néj nic nenapiseme.
4Pokud po vyskrtnuti vzniknou nové zakizans podslova, pokracujeme ve Skrtani. Pokud po
vyskrtani nic nezbyde, jde o prazdné slovo e.
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Prvktim F5 nyni pfiftadime nasledujici symetrie B: a budeme intepretovat jako
otoceni o® ¥ = arccos% podle osy y, b jako otoceni o ¥ podle osy z, pfislusné
» 1-prvky“ jako inverzni otoceni, delsi slova jako postupna ot4éeni® a prazdné slovo
jako identitu. V dalsim textu budeme prvky F5 ztotoznovat s prisluSnymi rotacemi.

Definice. Pro s € S nazveme orbitou s mnozinu vSech prvka S, na které lze s
zobrazit pii néjakém otoceni z Fy; znac¢ime ji O;.

Pozorovani. Orbity tvori rozklad sféry.

Nyni provedeme preskladani sféry. Nejprve z ni ale ,,vyhodime® orbity téch prvk,
které se zachovéavaji (tj. lezi na ose) pfi néjakém otocéeni z F» — ty by mohly délat
problémy. Takto jsme vyhodili spocetné mnoho (kazda rotace z Fy zachovava pravé
dva prvky a F» je spoletnd) spoéetnych mnozin (kazda orbita je jen ,nakreslenim®
spocetné mnoziny F), jde tedy o spocetnou mnozinu. Tuto mnozinu ozna¢ime D.

Mnozinu S\ D jiz umime rozlozit na éty¥i ¢asti — z kazdé orbity vybereme” jeden
prvek, mnozinu téchto prvkia ozna¢ime A. Aplikujeme-li nyni na vSechny prvky A
rotace z mnozin F,, F,-1 F,, F—1, dostaneme rozklad S\ D na ¢ty¥i mnoziny (kazda
obsahuje ,,étvrtinu® z kazdé orbity v .S\ D), pfi¢emz z odpovidajicich dvojic mizeme
otofenim dostat dvé kopie S\ D.

Cast (3) — dokonéeni a opravy

Pozorovani. Umime-li pfeskladat sféru, umime preskladat i kouli bez stfedu.
Lemma.

(i) Kruznici Ize preskladat na kruznici bez jednoho bodu.
(ii) Kouli Ize pfesklddat na kouli bez stfedu.
(iii) Sféru Ize piesklddat na sféru bez spocetné mnoha bodii.

Ve svétle uvedeného Pozorovani a Lemmatu se problém preskladani koule redu-
kuje na preskladdni mnoziny S \ D (tj. sféry bez spocetné mnoha bodil), coz jsme
jiz vytesili vyse.
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5Lze volit i mnohé jiné hodnoty 9, tato je ,tradiéni® a obvykle se v ditkazech pouziva.

6Tedy napf. abba—! reprezentuje otodeni, které vznikne takto: nejprve kouli otoéime o ¥ podle
y, potom dvakrat o ¥ podle z a nakonec o —9 podle y.

7Stoji za zminku, 7e v tuto chvili je nutné pouit tzv. aziom vybéru. Bez n&j by paradox nemusel
byt platny.
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