Axiom vybéru
| Pavel Podbrdsky

Abstrakt

Kdyz vznikala axiomatické teorie mnozin, bylo stanoveno nékolik zakladnich axi-
omt, které zarucovaly uzavienost mnozinového svéta na prirozené operace, malokdo
doufal, ze nebude ¢asem potfeba piidat dalsi. Jednim z nich je tzv. Aziom vybéru
(dale jen AC). Mnohé moderni partie matematiky se bez néj (nebo alesporn néjaké
slabsi obdoby) neobejdou, néktefi matematikové ale studuji svéty, kde AC neplati.
My si na prednasce ukazeme nékteré jeho zajimavé dtsledky a piiklady jeho typickych
pouziti.

O co tedy jde?

Nejcastéji se AC zapisuje v tomto tvaru:

Axiom. (AC) Bud a mnozZina, kterd neobsahuje prazdnou mnozinu jako sviij prvek.
Pak existuje funkce f definovanad na mnoziné a, takova, ze kdykoliv x € a, pak

f(x) € z.

Funkci f se pak fika selektor na mnoziné a. Snadno zjistime, Ze je-li mnozina a
koneénd, AC' lze pro ni snadno dokézat z axiom teorie mnozin (bez ohledu na velikost
prvki z € a). Je-li ale a nekone¢na, uz se ndm to nepodaii ani v pfipadé, kdy vSechny
jejl prvky jsou dvouprvkové.

Casto zaslechnete nékoho fikat, ze AC je tvrzeni, Ze ,z kazdé neprazdné mnoziny
lze vybrat prvek“. To je samoziejmé nesmysl ... Dulezité je, Ze tento vybér se déje
pro vSechny prvky = € a soucasné a je realizovan funkci f jakozto objektem teorie
mnozin (jde zase o néjakou mnozinu).

AC je tvrzeni samo o sobé vcelku pfirozené a tak si miazeme pomyslet, proé¢ existuji
podari dokazat, jak dale uvedeme, néktera ,divna“ tvrzeni ...

Nez se vrhneme na pouziti AC, uvedeme si dvé tvrzeni, které s nim jsou ekviva-
lentni.

Véta. AC je ekvivalentni s tvrzenim, Ze kartézsky soucin kazdého neprazdného sou-
boru neprazdnych mnozin je neprazdny.

Véta. AC je ekvivalentni s tvrzenim, ze kazdou mnozinu Ize dobfe usporadat.
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Diky AC maji pojmy jako mohutnost mnoziny hezké vlastnosti.

Dasledky AC

Uvedeme zde nékolik tvrzeni, které jsou diisledkem AC' a bez néj je nelze dokazat.
Tvrzeni. (AC) Spocetné sjednoceni spocetnych mnozin je spoetnd mnozina.
Tvrzeni. (AC) Kaizdy vektorovy prostor mé bézi.!

Tvrzeni. (AC) Existuje podmnozina R™, ktera nem4 dobfe definovany ,objem* (je
tzv. Lebesgueovsky neméritelnd).

Tvrzeni. (AC) Jednotkovou kouli v R3 Ize roziezat na konecné mnoho Gasti, ze kte-
rych 1ze (pfi zachovani jejich geometrického tvaru) sestavit dvé disjunktni jednotkové
koule (vSimnéme si, ze touto transformaci se nezachovava objem).

Prvni dvé uvedend tvrzeni jsou uzitecnd a v matematice casto pouzivana, naproti
tomu dalsi dvé tvrzeni jsou jakousi ,dani“ za silny dikazovy prostfedek, jakym AC
je.

Transfinitni indukce

Dostavame se k tomu nejzajimavéjsimu, co bych rad na prednasce uvedl. Nejdiive
si ale musime, alesponi intuitivné, zavést nékteré pojmy.

Definice. Dobré uspordddni na mnoziné a je linearni usporadani, pro které v libo-
volné podmnoziné b C a existuje nejmensi prvek.

Definice. Ordinalni ¢islo je reprezentant typu dobrého usporadani — ze vSech mno-
zin, které jsou ,stejné“ dobre uspoiadané vybereme jednoho reprezentanta — or-
dinalni ¢islo. Tiidu vSech ordindlnich ¢isel znac¢ime On. Tfida On je sama dobie
usporadana.

Poznamka. MuzZeme si predstavit, ze vSechny typy dobrych usporadani vzniknou
postupnym pridavanim vétsich a vétsich prvka ,nakonec®.

Véta. (Transfinitni indukce) Necht T je podtrida On s vlastnostmi

1Pokud témto pojmiim nerozumis, nevadi. Tvrzeni nijak nesouvisi s dalsi prednaskou a
je zde uvedené jen pro zajimavost.
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Polnika '00

(1) 0eT.
(2) VaeOn)(B<a=peT)=acT).
Pak T = On.

Poznamka. Transfinitni indukce je pouze zobecnéni zndmé matematické indukce tak
jako pojem ordinalniho ¢isla pouze rozsifuje pojem piirozeného cisla.

Priklady pouziti AC a transfinitni indukce

Priklad. V 8. sérii lonského ro¢niku byla dloha na zkonstruovani funkce, kterd je
definovana na celé mnoziné R a jeji graf se nezméni po otoceni o 60 stupnt okolo
pocatku. Priklad takové funkce lze explicitné sestrojit, ale jeji existenci lze také snadno
dokazat transfinitni indukci. Tento pristup umozinuje dalsi zobecnéni ...

Priklad. Dokazte, Ze existuje podmnozina M C ]RQ, kterou kazda pfimka v R2 pro-
tinad v pravé dvou bodech.

Pfiklad. Dokazte, Ze existuji nespojita Feseni funkciondlni rovnice f(x+y) = f(z) +
fy), z,y eR.

Priklad. Dokazte, Ze existuje redlna funkce redlné proménné, jejiz graf protind graf
kazdé spojité funkce.

16



