Automaty a gramatiky

Tomas Matousek

Formalni jazyky

Definice.

e Abeceda je libovolna koneéna mnozina. Abecedu budeme znadit X, jeji prvky na-
zveme symboly.

e Slovem nad abecedou ¥ nazveme konecnou posloupnost jejich symbolii, piSeme
% = aiaz...an. Posloupnost, kterd neobsahuje zadny symbol nazveme prdzdnym
slovem a oznacime ji A.

e Mnozinu vSech slov nad abecedou ¥ oznac¢ime ¥*. Mnozinu vSech slov bez prazdného
slova oznac¢ime 7.

e Jazyk L nad abecedou ¥ je libovolna podmnozina Y.

Priklad.

abeceda ¥ ={0,1}.

symboly 0,1.

mnozina slov ¥* = {),0,1,00,01, ...,1000101010011, ... }.
koneény jazyk Ly ={),1,01,001}.

nekone¢ny jazyk Ly = {0,00,000,...}.

Definice. Nechtu=aj...an,v =by...bm jsou slova.

e Délka slova u je |u| = n.

e Zretézenim slov u,v nazveme posloupnost uv = aj ...anby ...bm.
. R _

e Otocenim slova u nazveme slovo u'* = anGp—1 ...0a71.

e Podslovem slova u nazveme kazdé slovo a;a;11...a;, kdel1 <i < j <n.
Déle definujeme mocninu slova ul = /\,uk =uu...u, ke N.
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Gramatiky — generovani jazyk

Definice. Gramatikou rozumime étverici (X7,% N, S, P), kde
e Y1 je abeceda termindlnich symbolii.

e Xy je abeceda netermindlnich symboli, Xy N Xy = (.

e S je pocdtecni symbol, S € X .

e P je koneCna mnozina pravidel, coz jsou dvojice slov z abecedy ¥ = ¥y U X,
pri¢emz prvni slovo obsahuje aspori jeden neterminal. Pravidla piSeme ve tvaru x — y.

Gramatika ndm umoznuje vytvaret slova spliujici pfedem definovana pravidla.
Zagneme vzdy jednim symbolem S a pouzitim pravidel z P podle nésledujici definice
vytvarime dalsi slova. Skonc¢ime, kdyz uz neni zddné pravidlo, které bychom mohli
pouzit.

Definice. Necht G je gramatika, u,v jsou slova abecedy ¥. Rekneme, ze slovo v je
primo odvozeno z u pouzitim pravidla x — y € P (znadime u = v), pokud existuji
slova u1,us,v1, vy € B* takovd, Ze u = uizus a v = vV1Yvs.

Rekneme, Ze slovo v je odvozeno z u (znadime u =* v), pokud existuje posloup-
nost slov u = wy,wa,...,wn = v takova, ze w; = wg = -+ = Wn.

Priklad. Gramatika ({a,b}, {S,X,Y}, S, {S — aXb, X — aXY, aX — b, YY —

AD).
Odvozovéani: S = aXb = aaXY B = aaaXYYb = aabYYb = aabdb

Odvozeni slova v ze slova u tedy znamena vybrani libovolného pravidla, jehoz
leva strana je podslovem u, a nahrazeni odpovidajiciho podslova slova u pravou stra-
nou pravidla.

Definice. Mnozina termindlnich slov odvoditelnych v dané gramatice G z pocatec-
niho symbolu S je jazyk generovany gramatikou G. Budeme ho znacit L(G). Form&lné
je L(G) = {w € TF|S =™ w}.

Pravidla gramatik mohou byt rtizné omezena a timto omezenim ovlivnime, jaké
jazyky budou gramatiky generovat. Zakladnim rozdélenim gramatik podle tvaru pre-
pisovacich pravidel je tzv. Chomského hierarchie.

Definice. Chomského hierarchii nazyvame rozdéleni gramatik na nasledujici typy:
(0) obecné gramatiky — bez omezeni pravidel.

(1) kontextové gramatiky — pravidla tvaru uXv — uzv,x € v+ nebo S — A, pokud
S neni na pravé strané zadného pravidla.

(2) bezkontextové gramatiky — pravidla tvaru X — u
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(3) reguldrni gramatiky — pravidla tvaru X — tY, X — t,t € 37
Pricemz X,Y € Ty, u,v € B*.
TFidu jazykt generovanych gramatikou typu i oznacime L;.

Véta. Chomského hierarchie definuje usporddani: Lo D L1 D Lo D L3.

Automaty — rozpoznavani jazykii

Zatim jsme se zabyvali gramatikami s jejichz pomoci jsme generovali rizné jazyky.
Nyni si ukdzeme, jak zjistit, zda dané slovo patii do jazyka.

Definice. Deterministicky koneény automat (DK A) je pétice (Q,%,d,q0,QF), kde
e () je konec¢na mnozina stavi automatu.

e Y je abeceda automatu.

e :Q x X — Q je piechodova funkce.

® qo € Q je pocatecni stav.

e Qr C @ je mnozina koncovych stavu.

Déle budeme pod pojmem koneény automat myslet DK A, pokud nebude Fe¢eno
jinak.

vy

Definice. Definujeme rozsivenou prechodovou funkci 6* : Q x ¥* — Q tak, Ze
(i) 0%(¢;\) = 4,9 € Q.
(#3) 6% (g, aw) = §*(8(q,a),w),a € T,w € £*,q € Q.

Jelikoz ¥ C ¥*, miizeme rozsifenou piechodovou funkci znacit také d.

Definice. Koneény automat prijimd slovo w € 3, pokud 6(qo,w) € Qp.
Jazyk prijimany (rozpozndvany) koneénym automatem A je mnozina slov, jez
automat prijimé, zna¢ime ho L(A).

»,Vstupem® kone¢ného automatu je slovo z abecedy ¥ a ,vystupem* je prijeti
nebo nepftijeti tohoto slova. Koneény automat lze chapat jako stroj, ktery postupné
¢te symboly ze vstupu, podle prechodové funkce méni sviij vnitini stav a po nacteni
celého slova fekne, zda toto slovo prijima.

Jak poznat, zda je dany jazyk rozpoznatelny néjakym konecnym automatem, lze
vhodnym uzitim Dirichletova principu nebo pomoci nasledujiciho lemmatu.

Lemma. (Pumpovaci) Necht L je jazyk rozpoznatelny koneénym automatem. Pak
existuje n € N takové, ze libovolné slovo z € L,|z| > n Ize rozdélit na tfi Casti
z = wvw, pFi¢emz |uv| < n, a av'w € L pro kazdé i € Ny.
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Pokud chceme sestavit automat rozpoznavajici dany jazyk, muzeme nékdy s vy-
hodou pouzit nedeterministické konecné automaty.

Definice. Nedeterministicky konecny automat (NKA) je (Q,%,9,Qo,Qr), kde
e () je konecna mnozina stavi automatu.

e Y je abeceda automatu.

e J:QxX — 2@ Jje prechodova funkce.

e Qo C Q je mnozina pocatecnich stavii.

e Qr C @ je mnozina koncovych stavi.

Poznamka. NKA se od DK A 1isi v definici pfechodové funkce a v po¢tu moznych
pocatecnich stava.

Definice. Analogicky DK A muzZeme definovat

e rozsifenou prechodovou funkci 6* : Q x ¥* — 29 (opét miizeme znacit 6),
e pFijimani slova w € X, je-1i §(qo, w) N Qp # 0.

Véta. Ke kazdému N K A Ize sestrojit DK A prijimajici stejny jazyk.
Definice. Bud X abeceda, L, L1, Lo jazyky nad X.

o Zretézeni jazyki L1, Lo je jazyk Ly.Lo = {uv|u € L1,v € La}.

o Mocnina jazyka L je jazyk L° = {\} resp. "t = L.L" neN.

e Otocenim (reverzi) jazyka rozumime jazyk L¥ = {u®|u € L}.

Poznamka. Jelikoz jsou jazyky mnoziny slov, 1ze na né provadét také mnozinové
operace: prunik, sjednoceni, rozdil, doplnék.

Véta. Trida regularnich jazyku L3 je uzaviena na zietézeni, mocninu, otoceni, pru-
nik, sjednoceni, rozdil i doplnék.

Véta. Ke kazdé regularni gramatice Ize sestrojit kone¢ny automat piijimajici jazyk
touto gramatikou generovany a naopak.

Poznamka. Rozsifenim koneénych automatt jsou postupné zasobnikové automaty,

linedrné omezené automaty a Turingovy stroje. Ty pak pfijimaji jazyky generované
gramatikami kontextovymi, bezkontextovymi a gramatikami typu 0.
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