AG nerovnost

MARIAN POLJAK

ABSTRAKT. V prispévku jsou obsazena zdkladni i pokroc¢ild uziti AG nerovnosti.

U¢inné pouzivani nerovnosti patif k zakladnim dovednostem ¢lovéka téastniciho
se matematickych soutézi. Piestoze je tento text zaméfen primarné na feseni nerov-
nosti, soustavy rovnic jsou s jejich pomoci také ¢asto hracka a silné odhady neziidka
vyFesi i nealgebraickou tlohu. Jednou ze (dvou) stéZejnich nerovnosti, je nerovnost
mezi aritmetickym a geometrickym prameérem (zkrécené AG nerovnost). V této dvoj-
prednésce se s ni seznamime a ukazeme si vSechny mozné nekalé triky, které s ni
miuzeme provadét.

Véta 1. (AG nerovnost) Pro libovolnd nezéporné cisla xy,xa, .. ., x, plati
T1+ T+ + Ty
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n
Poznamka 2. Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz 1 = 22 = - -+ = .

Priklad 3.
(1) a® +b? > 2ab,
2) (a+b+o)(t+3+1)>09,
(3) 223 +y3 > 32%y.

Cvi€eni 4. (Zakladni figle.) Pro z,y, z kladna dokazte:
(1) ¢ + b >

2) x +y +2’3 > 3xyz,

3) 22 +2>3,
) 2 x— + y +z > 3z,

5) ; +4+2>3,
) 2(x+y+z)(;v +y2+22) > 23 + 3 + 2% + 15ayz,
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Priklad 5. Necht a,b jsou kladnd redlnd ¢isla takova, ze a > b. Najdéte minimum
vyrazu
1
b(a —b)
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Piiklad 6. Najdéte viechna kladn4 redlna feSeni (a, b, ¢, d) spliujici a+b+c+d =
12 a abed = 27 + ab 4 ac + ad + be + bd + cd.

Scitani AG nerovnosti a michani ¢lena

Jak jste si mozna vsimli, vétsina dosud dokazovanych nerovnosti méla spole¢nou
jednu véc — ¢lend na jedné strané nerovnosti bylo hodné, zatimco na druhé strané
jeden. To samoziejmé (pfi letmém pohledu na AG nerovnost) neni ndhoda. Co kdy-
bychom ale chtéli AG utilizovat i pro boj s nésledujici nerovnosti?

x3+y3+z32m2y+y2z+z2x

Neni tézké ovéfit, ze nerovnost (konkrétné jeji trojndsobek) miizeme ”namichat”
sou¢tem nerovnosti 223 4 y3 > 322y a jejich cyklickych zamén.
Ukazme si, jak na spravné namichani pfijit!

Priklad 7. Dokazte, Ze pro kladné redlnd x,y, z plati
:z:3y + y3z + 22z > x2yz + y2z:z: + z2zy.

Cviceni 8. (Michaci.) Pro z,y, z kladnd dokazte (a urlete, kdy nastava rovnost):

(1) 2% +y? + 22 > 2y + yz + 2,

(2) 2t +yt 4+ 22 > 23y + P2 + 23,

(3) zy +ytz + 24w > 22y?z + y22%w + 2222y,

2 2 2

(4) T+L+5 z2rt+y+z,

(5) 27 +1>z* + 23,
I3 y3 Z3

6) T +4L+%5 Zay+yz+zw

Posledni cviceni ukézala, Ze rozlozit nepfijemnou nerovnost na soucet nékolika
lehéich nerovnosti muze casto vést k reseni. Musime si vSak dat pozor na to, aby
tyto lehéi nerovnosti platily. Pojdme si techniku ”Rozdél a panuj!” ukdzat na rtz-
norodéjsich prikladech!

Priklad 9. Dokazte, Ze pro kladné redlnd x,y, z plati
A+ b+ +6>3(a+b+c).
Priklad 10. Dokazte, ze pro kladné redlnd x,y, z plati
(x+y)(y+2)(z+xz) > 8zy=.
Priklad 11. Pro a,b,c > 0 dokazte nerovnost
g(a—i—b—i-c) > Vab + Voc + Yea — 1.
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razy. Abychom se v upravach neztratili, vyzbrojime se znakem tzv. cyklické sumy.
Funguje to néjak takto: 3 ..a = a+b+c, Yoy vy = vy? +y2° + za®. Napiiklad
jedno z prvnich cviceni lze zapsat nasledovné:

2 Z:z: ZxZ 22x3+15xyz.

cyc cyc cyc

Lehké odhady na tézké nerovnosti

Q97

Asi nejvétsi vyuziti AG nerovnosti spo¢iva v tvorbé odhadd, ”mezivyrazi”, které
vypadaji rozumnéji nez levad a prava strana a které se mezi né proto pokousime
vklinit. Mnohdy je vztah mezi levou a pravou stranou nerovnosti natolik slaby, ze
i ne moc dobry odhad tlohu vyfesi. U tézsich nerovnosti jsou silné odhady casto
nutnosti (jejich pouzivani vyzaduje notnou davku praxe). Oboji si ukazeme.

Priklad 13. Pro a,b,c > 0 dokazte nerovnost

1 1

N —
E: 3 113 =

cyca + b3 + abe — abe

Poznamka 14. (Nendpadnd, ale dilezitd.) Pfi dokazovani neostrych nerovnosti
ma smysl pouzivat pouze takové odhady, u kterych se zachovaji pfipady rovnosti.

Priklad 15. Pro a,b,c > 0 dokaZte nerovnost
(a® —a®+3)0° —b* +3)(c® = +3) > (a+ b+ ).
(USAMO, 2004)

AG vs. zlomky

Na tlohy se zlomky je vét§inou silnou zbrani Cauchyho-Schwarzova nerovnost (druhéd
ze stézejnich nerovnosti). Nicméné i AG lze na zlomky pouZit pfekvapivé dobfe —
stadi secist zlomek s jeho jmenovatelem (funguje zejména u slabsich nerovnosti). Pti
feSeni nezapomerime na poznamku o rovnosti!
Priklad 16. Pro a,b,c > 0 dokazte nerovnost

a> A3

—+—+—=2>atb+ec

bc  ca  ab

Priklad 17. Dokazte, Ze pro kazda a, b, ¢ > 0 plati

a® a+b+c
> s athie
e (a+b)(a+c) 4
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Piiklad 18. Pro a,b,c kladné dokazte

Z a® >a+b+c
Cycb(2c+a)_ 3

rv 7

Ulohy na procviceni (trivialni aZ stfedné obtizné)

Uloha 19. Urcete viechna kladna redlnd z,y, z spliwjici 2 +y + 2z = 6 a xyz = 8.
Uloha 20. Dokazte, Ze pro kazdé piirozené n > 1 plati

1+2+ + n n> n"
2 3 n+1 n+1

Uloha 21. Dokazte, ze pro 0 < a < b < ¢ plati (a + 3b)(b + 4c)(c + 2a) > 60abe.

Uloha 22. Dokazte, ze pro kladné realnd x, vy, z plati

2?42+ 22 > /)P + 2+ yVa? + 22

Uloha 23. Ukaite, ze pro kazdou trojici kladngych ¢&isel a,b, ¢ spliwjici abe = 1
plati

> wTETa s
5 5 -
cyca + b% + ab

(IMO shortlist, 1996)
Uloha 24. Dokazte, Ze pro kladné realné a, b, ¢ spliiujici a + b + ¢ = 3 plati
abbc® < 1.
Uloha 25. Dokazte, Ze pro a, b, c > 0 spliwjici abc = 1 plati
a 3
2 b~ 1
e (I+a)(1+0)

Uloha 26. Na kazdé strané &tverce o strané 1 zvolime bod. Tyto body vytvoii
¢tyfahelnik o stranich a,b,c,d. Dokazte, 7ze plati 2 < a2 + b2 + 2 +d?> < 4 a
2v2<a+b+c+d<4

Uloha 27. Dokazte, Ze pro a,b,c > 0 plati
2
a b ¢ 1 1 1
—+-+-) >2(@a+b+c)|-+-+-].
b ¢ a a b ¢
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Tézsi alohy
Uloha 28. Pro a,b, ¢ kladna plati a + b + ¢ = 1. Dokaite, Ze

w/alfablfbclfc S

W =

(Rakousko, 2008)
Uloha 29. Necht a, b, ¢ jsou kladna realné a plati a 4+ b+ ¢ > 6. Najdéte minimum
vyrazu
9 a
2 e
cyc cyc B t+e+l
(Uzbekistdn NMO)

Uloha 30. Ukaizte, Zze pro kazdé prirozené n a kazdou n-tici kladnjch realnych
Cisel x1, s, ..., x, plati

(1+x1)(1+x1+x2)~~~(1+x1+m2+-~~+xn)2\/(n+1)”+1xlx2...xn.

(35. roénik MKS, findlni mySmas)
Uloha 31. Nechf a,b,c > 0a a+ b+ c = 1. Dokazte, e plati

3
> e z?
cyca + bc

Uloha 32. Necht n > 2aasy,as, ... ,a, jsou kladna realna ¢isla splitujici podminku
asas - - - an = 1. Dokazte, ze plati

(1+a2)*(1 +a3)®--- (1 +a,)™ >n".

(IMO 2, 2012)
Uloha 33. Necht a,b,c > 0 a abc = 1. Dokazte, Ze plati

2b 2c

a
> 9.
b2+02+a2—|—62+a2+b2 -

at+ v+t +a+bte+

Uloha 34. Mgéjme ostrotihly trojihelnik ABC a jemu opsanou kruznici se stiedem
O a polomérem R. Ozna¢me D druhy prisecik pfimky AO s kruznici opsanou BOC,
E druhy prusecik pfimky BO s kruznici opsanou AOC a F druhy prisec¢ik pfimky
CO s kruznici opsanou AOB. Dokazte

|OD| - |OE| - |OF| > 8R3.
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Uloha 35. Necht a,b,c > 0 a abc = 1. Dokazte, 7e plati

a b 2 b2 2
n n c _a + —l—c-
206 +c2  2c+a?  2a+0b? 3

Uloha 36. Nechf a,b,c > 0 a plati

1 1

1
a—|—b+c=¥+bf2+c—2.

Dokazte, ze plati

2a+b+c)> V7a2b+ 1+ Y102+ 1+ V/7c2a + 1,

a urcete, pro které trojice (a, b, ¢) nastava rovnost.

Uloha 37. Necht a,b,c >0 a a + b+ ¢ = 1. Dokazte, Ze plati

z\/a2+abc< 1
o c+ab T 2vabc
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