AG Nerovnost

LUKAS ZAVREL

ABSTRAKT. Cilem pfednéasky je seznamit posluchace se zékladni, avsak velmi G¢in-
nou zbrani na nerovnosti — AG nerovnosti. Tyto nerovnosti se nauc¢ime pouzivat, s¢itat,
ale i vSelijak jinak upravovat tak, aby se to co nejlépe hodilo nasim potrebam.

Tvrzeni. Pro kazdé z,y € R plati 2% + y? > 2xy.
Diikaz. Snadno spatiime, ze nerovnost je ekvivalentni nerovnosti (x—y)? > 0, ktera
jisté plati.

Tvrzeni. Pro jakakoliv kladna ¢isla a, b plati

+-2>2.
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Diikaz.  Jisté plati
a® + b% > 2ab.

Vydélme tuto nerovnost ¢islem (kladnym, znaménko se tedy nezméni!) ab a ziskdme

+-22,
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coz je presné nerovnost, kterou jsme méli dokazat.

Piiklad 1. Pro a,b,c € Rt dokaizte
1 1 1
(a+b+c) <—+—+—> >9.
a b ¢

Tvrzeni. (AG nerovnost!) Pro libovolna kladn4 ¢isla x1, ..., z,, n € N, plati

n

Z Yry- Xy

INékdy se ji také ¥ika nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym priimérem.
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Piiklad 2. Pro z,y,z € RT dokazte
3+ 3+ 2% > 3ayz.
Piiklad 3. Pro x,y € RT dokaite
223 4+ y® > 32%y.
Piiklad 4. Pro z € R' dokaite

5 2
x® 4+ — > 3.
T

Cvicéeni 5. Pro kladna z,y, z dokazte
i) Z +y+2z> 31,
(ii) %4—%4—%23,
(iil) 2(x +y + 2) (22 + y% + 2?)
(iv) z3(z +2y) + 1> (y + 22) >

> 23 + 3 + 23 4 15zyz,
62292

Scitani AG nerovnosti

Piiklad 6. Pro z,y,z € RT dokazte
2+ y3 +23> x2y + y2z + 2%z
Piiklad 7. Pro kladnéd z,y, z dokazte
a:3y + y3z + 23z > a:2yz + yzza: + szy.

Cvicéeni 8. Pro kladna z, y, z dokazte
() 27 +y7 + 27 > a5y? + y522 + 2522,
(i) x* +y* + 24 > 2Py + y32 + 23y,
(i) (z+y+2) > 3(ay/TZ + yy/2T + 2/77),
() C+2 4+ >atb+e,
)
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Priklad 9. Pro kladné a, b, ¢ spliiujici abc = 1 dokazte
a b ¢
-t+-+->at+b+ec
b ¢ a
(MO 52-A-TII-6)
Pi#iklad 10. Pro z € RT ukazte
82% + 2* — 8z +3 > 0.
Piiklad 11. Pro kladné &isla a, b, ¢ dokaZte nerovnost
a®+ 0>+ +6>3(a+b+c).
Priklad 12. Ukaite, Ze pro a,b,c > 0 plati

2
slatb+o)> Vab + Vbe + ea — 1.

Cyklické sumy

Pro snazsi zapis cyklickych vyrazu definujeme cyklickou sumu, kde sta¢i misto vel-
kého mnozstvi vyrazl zapsat jen vybrané, a pokud vSechny ostatni lze z vybranych
ziskat cyklickou zaménou proménnych, je snadné si domyslet cely vyraz.

V nésledujicich prikladech uvazujme vyrazy ve tfech proménnych a, b, c.
Priklad. Ukézeme nékolik zépisi pomoci cyklické sumy.

(1) chca: a+b+c,
(i) D eye a’b = a®b + bc + c2a,
(ili) 9 cye ava + be = 9(av/a + be + byv/b + ca + cv/c + ab).

Priklad 13. Ukaite, Ze pro vSechny trojice kladnych ¢isel a, b, ¢ plati

1 1

S =

; a® 4+ b3 + abc ~ abe

(USAMO 1998)
Priklad 14. Ukaite, Ze pro kladna éisla a, b, ¢ spliwujici abc = 1 plati
ab
— <1.
Z ab + b5 +ab ~

cyc

(IMO shortlist 1996)
Navod: Pouzijte odhad a® + b° > a?b?(a + b).
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AG a zlomky

Piiklad 15. Pro kladné ¢isla a, b, ¢ ukazte nerovnost

a? v 2

—+—+—>a+b+ec

b c a
Reseni. Podle AG nerovnosti plati %—i—b > 2a. Se¢tenim tii analogickych nerovnosti
ziskame to, co jsme méli dokéazat.

Cvicéeni 16. Nasledujici nerovnosti dokazte pro kladné ¢isla a, b, c.
3 3 3
a b c

(i) b—2+c—2+?2a+b+c7
3 3 3

(i) a—+—+c—2ab+bc+ca.
b c a

Piiklad 17. Pro kladné disla a, b, ¢ dokazte

Z a3 >a—|—b+c
(a+b)(a+c) — 4

cyc

Priklad 18. Pro a,b,c > 0 ukazte

Z a® >a+b+c
Cycb(Zc—i—a)_ 3

Piiklad 19. Pro kladna &isla a, b, ¢ dokaZte nerovnost

Z a3 >a2+b2+c2
Cycb—|—2c_ 3 '
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