Priklad 8. Osy uhlat <KMS, <MKS a <KSM protnou kruznici opsanou trojuhelniku M KS
postupné v bodech M’, K’ a §'. Usecky M'K’ a M'S’ déli stranu K S na tii ¢asti. Stfed prostfedni
Casti oznaéme M;. Obdobné definujme body K; a S;. Dokaizte, Ze tsecky MMy, KK, a S5,
prochéazeji jednim bodem tehdy a jediné tehdy, pokud je AM K .S rovnoramenny.

S

Pozndmka. Nejprve uvedme obecné platné pravidla, kterd budeme v textu pouzivat. Jsou to
zékladni vlastnosti tétovového étyfuhelniku (ZVTC) a dale fakt, Ze obraz ortocentra libovoného
trojuhelniku podle pfimek prochdzejicich stranami trojihelniku lezi na kruznici opsané (VOT) a
vlastnost trojuhelniku takovou, Ze osa tthlu protina kruznici opsanou v témze bodé jako osa strany
(dtsledek ZVTC).

Reseni. Sledujme situaci a oznac¢ni dle obrazku. Nejprve ukazme, ze AM EF je rovhoramenny se
zékladnou EF'. Obdobné plati i pro AKCD a ASAB. Tvrzeni dokdzeme pro AMEF, tedy staci
ukézat, ze EF je kolm& na M M’. Ozna¢me si prisecitk MM’ s EF jako X. Musi platit

|[<K'XM'| =180° — (|<M'K'K| + |[<K'M'M| + |<S'K'K]).
Podle (ZVTC) vime, ze |[<M'K'K| = |[<M'ME|, |[<K'M'M| = |<K'KD| a |[<S'K'K| = |<5'SK]|

a ze zadani vime, ze

2|<M'ME| + 2|<K'KD| + 2|<S'"SK| = 180°.
Pouhou tpravou a dosazenim dostavame, ze |[<K'XM’'| = 90°, coZ je nutnd a postacujici pod-
minka aby AM EF byl rovnoramenny.

Z pfedchozi vlastnosti (kolmost) plyne také to, ze prusec¢ik O tsecek MM', KK’ a SS' je
ortocentrem trojtthelniku M’K’S’. Tedy dle (VOT) je | XM| = | XO| a obdobné pro K i S. Ctyi-
thelnik M EOF (resp. KDOC, resp. SAOB) je rovnobé&znik a i isecky EB a M .S (resp. DA a
K S, resp CF a KM) jsou rovnobézné a tedy mtZeme najit mnoho podobnych trojuhelniki.

Nyni si zavedeme jednodussi znacdeni délek stran. Oznaéme jako a = [ME| = |[MF|, b =
|[KC| = |KD|, c=|SB| = |SA|, z = [M1B| = [M1C|, y = |K1A| = [K1F| a z = [S1E| = [$1D|.
Snadno ukdzeme, 7e a = b (nebo jind libovolnd dvojice) pravé tehdy kdyz AMKS je rovnora-
menny. AEDO je podobny AMKS. Avsak strany AEDO jsou tvoreny délkami a, b a 2z.

Vyjdémé z podobnosti AEDO ~ AFOA ~ AMDA. Tedy plati

b a c 2y
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Levou rovnost znasobime ¢, pravou b a po upravé dostavame
2yb = ac.
Obdobné (cyklickou zdménou) 2za = bc a 2zc = ab.

Nyni pouzijeme Cévovu vétu. Usecky M, M, KK, S1S se protnou pravé tehdy jen tehdy, kdyz
plati
(z+b)(y+c)(z+a) = (z+c)(y+a)(z+D).

Pomoci ekvivalentnich tiprav a dosazenim za z,y, z vyrazy s a, b, c. dostaneme nasledujici rovnici.
a*(c—b)+b*(a—c)+c*(b—a)=0

Ukazme, Ze neexistuje trojice navzajem ritznych cisel a, b, c kterd by fesila danou rovnici. Bano
predpokladejme, ze a = b+ &, kde 6 > 0. Po dosazeni a tpravé dostavame

d(c—0b) =0.
avSak pokud je d # 0, potom ¢ = b a to je spor, je li § = 0 potom a = b a to je rovnéz spor.

Protoze rovnice ma feseni praveé tehdy, kdyz nastava rovnost mezi libovolnou dvojici z a, b, ¢,
usecky se protinaji pravé tehdy pokud je trojuhelnik M K .S rovnoramenny.



