Finalni mysS-mas

4. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 9. KVETNA 2022

V této sérii nejsou ulohy Fazeny podle obtiznosti, ale podle témat (v ramci kazdého tématu je jedna
uloha snazsi a jedna obtiznéjsi). Pozor, poditaji se body za vSechny tilohy!

ULOHA 1.

(a) Michal namaloval nedegenerovany trojuhelnik ABC s délkami stran a < b < c. VSiml si, ze
tfi Stétce, které pouzil, maji presné délky jednotlivych vysek v trojuhelniku ABC. Kdyz se vsak
z téchto $tétcu pokusil slozit nedegenerovany trojuhelnik, zjistil, ze to nejde. Dokazte, ze pak uz
musi platit nerovnost b2 > ac. (2 BODY)
(b) Malif Dlaza namaloval pravidelny (2n+1)-thelnik. Malifky Klatra a Klarka hraji hru, p¥i niz se
st¥idaji v tazich a Klatra za¢ind. Ve svém tahu namaluji dosud nenamalovanou uhlop#icku (2n+1)-
thelniku, kterd protne sudy pocet jiz namalovanych thlopfi¢ek ve vnit¥nich bodech. Malifka, ktera

nemuze tahnout, prohrava. Zjistéte v zavislosti na n, kdo ma vyhravajici strategii. (3 BODY)
ULOHA 2.

(a) Dokazte, ze pro kazdé piirozené &islo n ma n? vice délitelt davajicich zbytek 1 po déleni
¢tyfmi nez délitela davajicich zbytek 3 po déleni étyfmi. (2 BODY)
(b) Necht n > 2 a uvazujme kladné realnd ¢isla a1, az, .. ., an splitujici
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Ukazte, ze plati max(a1,az,...,an) < 4min(a,az,...,an). (3 BODY)

ULoHA 3.

(a) Rozdélte pravidelnou Sesticipou hvézdu tfemi rovnymi fezy na Cty¥i éasti, ze kterych je mozné
slozit konvexni mnohotihelnik. Sesticipa hvézda je tvofena Sestitthelnikem, nad jeho# stranami jsou
rovnostranné trojihelniky. (2 BODY)

(b) Mséjme ne nutné konvexni osmithelnik ABCDEFGH se v8emi stranami stejné dlouhymi
takovy, ze ACEG je rovnobéznik, body B, D lezi uvnitf ACEG a body F, H venku. Dokazte, ze
body B, D, F a H lezi na jedné kruZnici. (3 BODY)



ULOHA 4.
(a) Budiz P polynom s celo¢iselnymi koeficienty spliiujici P(—2) = P(2) = 2. Ukazte, ze P nema

celociselny kofen. (2 BODY)
(b) Budiz P polynom s celo¢iselnymi koeficienty, jehoz kazdy komplexni kofen je celé &islo a ktery
spliiuje P(0) = 1, P(5) = 3456. Jaky nejmensi stupen mize mit P? (3 BODY)
ULOHA 5.

(a) Najdéte vSechny trojice realnych &isel (z,y, z), jez splituji soustavu rovnic
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Zr=Y—2z—T.

(2 BODY)
(b) Danik nagel v lese n-tici karti¢ek s pfirozenymi &isly z1,...,zn, jejichz soudet je 2n — 1.
Tyto karticky potom rozdélil na dvé hromadky A a B se souéty po fadé S4 a Sp. V zavislosti na
hodnotéch ¢isel z1, ...,z urcete, jaké nejvyssi hodnoty mohl dosdhnout vyraz S, - Sp.

(3 BODY)

ULOHA 6.
(a) Najdéte vSechny dvojice ptirozenych éisel m, n takové, ze m
n3 — m je nasobkem n?2
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—n je nasobkem m* —n, zatimco
—m. (2 BODY)

(b) Necht L je mnozina vSech lichych pfirozenych ¢isel. Najdéte vSechny funkce f z L do L takové,
ze pro vSechny dvojice z,y € L je zy + 1 nasobkem f(z) + f(y). (3 BODY)

ULOHA 7.
(a) Je dana 2022-prvkovd mnozina M redlnych &isel takovd, ze pro libovolnd a,b € M je a?+bv2
racionélni &islo. Dokazte, Ze pro kazdé a € M je rovnéz av/2 racionalni. (2 BODY)

(b) Kladna realna éisla a, b, c spliuji abc = 1. Dokazte, ze plati
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(3 BODY)



