Metrické prostory lll — Metricka vSehochut

Mily priteli,
vitdme T€ u posledniho dilu letosniho seridlu metrickych prostori. V tomto dilu budeme hlavné
resit priklady, ackoliv se najde i nékolik tvrzeni a vét.

Jak jsme slibovali minule, hlavné si ukazeme, ze spojité funkce na kompaktech nabyvaji nejmen-
Sich a nejvétsich hodnot a co vSechno z toho plyne. Specialné zjistime, ze takové funkce lze ptirozené
méFit, a prozkoumame vznikly novy metricky prostor. Sméle do toho!

Maxima a suprema

Nez se dostaneme k vété o nabyvani extrému pro spojité funkce, budeme si muset trochu zobecnit
pojmy maxima a minima tak, aby se ndm dobie pracovalo s nekone¢nymi mnozinami. Ujasnéme
si, co ze je to maximum mnoziny:

Definice 1. Necht A C R je mnoZina. Cislo m € A nazveme mazimem mnoziny A, pokud a < m
Va € A. Nazveme ho minimem mnoziny A, pokud a > m Va € A.

Maxima jsou Ti pravdépodobné dobfe znamé. Bohuzel maxima maji jeden zasadni problém:
Priklad 2. Existuji mnoziny A C R, které nemaji maximum.

Reseni. Naptiklad otevieny interval (0, 1). Jedni¢ka neni maximem, protoze nelezi v mnoziné, pro
cokoliv mensi nez 1 zase bude existovat néjaky mali¢ko vétsi prvek, ktery lezi v (0,1) — pro z < 1
x+1

napifklad aritmeticky pramér £3= € (0,1).

Na stiedni skole je tento nedostatek maxima snadné prehliZet, protoze plati nasledujici:
Cvicéeni 1. Kazda koneénd mnozina A C R ma maximum.

Jsou dva duvody, pro¢ mnozina A C R nemusi mit maximum — muze se stat, Ze prvky A jsou
libovolné velké, nebo ze prvky A jsou sice shora omezené, ale zadna takova mez nelezi v A. Pokud
jsou prvky A libovolné velké, nema moc smysl snazit se maximum zobecnit. Ve druhém pripadé se
ale o to muzeme pokusit — nasi snahou je Fict, ze tfeba otevieny interval v pfikladu 2 sice maximum
nema, ale stejné je pro néj hodnota 1 specidlni — je to jakési ,,zobecnéné maximum* intervalu (0, 1).
Odrazme se od omezenosti:

Definice 3. Méjme mnozinu A C R. Cislo s € R nazveme horni mez{ mnoziny A, pokud viechny
prvky A jsou mensi nez s, tj. Va € A : a < s. Obdobné dolni mez je ¢islo takové, ze vSechny prvky
A jsou vétsi nez toto ¢islo.

Horni mez pro shora omezenou mnozinu A z definice existuje. Na druhou stranu ale neni urcena
jednoznacné. Libovolné ¢islo vétsi nez néjaka horni mez je totiz také horni mez. Jde prosté o néjakou
hodnotu, kterad shora ohranicuje, jak velké prvky dané mnoziny vibec mohou byt. Plati vsak pékné
pozorovani, ze maximum je jednoduse horni mez, kterd je zaroven prvkem mnoziny. Nase zobecnéné
maximum také bude jista specidlni horni mez mnoziny.
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Pohadka 4. V PraSestdnu se stavi novd Skolka. Bude tam dochdzet nekoneéno déti a kaZdé
z nich md néjaké poradové cislo. Stavbyvedouct si vsiml, Ze n-té dité je vysoké presné 2 — % metru.
Jak vysoké musi postavit dvere, aby se do nich kazdé dité veslo, ale zdroven byly co nejnizsi mozné?

Odpovéd je 2 metry. Zdavodnéni je prosté: Kazdé dité je urcité velké nejvysSe 2 metry, tedy
vSechny dvefmi projdou. Zarovenn pokud by stavbyvedouci postavil dvefe nizsi nez 2 metry, pak
nékteré dité dvefmi neprojde. VSimnéme si, ze kdyby méla mnozina vysek déti maximum (tedy né-
které dité bylo vyssi nez vSechny ostatni), pak by stacilo postavit dvere do vysky tohoto nejvyssiho
ditéte. Ale i pfesto, ze zddné maximum neexistuje, tak lze zvolit vysku dvefi, kterd vyhovuje pod-
minkam. Dokonce at by vysky jednotlivych déti vypadaly jakkoliv, pokud by byly shora omezené,
tak vyska dvefi vyhovujici pozadavkim pujde vzdy zvolit. Této vysSce se Fikd supremum vysSek
jednotlivych déti a jde o jakési ,vylepsené“ maximum, protoze v redlnych éislech existuje vzdy,
zatimco maximum jen nékdy.

Definice 5. Necht A C R. Realné ¢islo s nazveme supremem mnoziny A, pokud zaroven plati:

(1) s je horni mezi mnoziny A;
(2) kdykoliv s’ je horni mezi A, pak jiz s < s’.

Supremum muzeme chapat jako nejmensi z hornich mezi. Vlastnost (2) se ¢asto pouziva jinak:
Lze také Fict, Ze pokud je s’ < s, pak musi existovat a € A takové, %e s’ < a. Neboli , supremum
je takovd horni mez s, zZe kdykoliv se posuneme jakkoliv mdlo pod s, tak uz budeme pod néjakym
prvkem v A.“

Tento mezistupen mezi maximem na jedné strané a obecnou horni mezi na strané druhé kombi-
nuje hezké vlastnosti obou téchto péla. Tak napiiklad stejné jako pro maximum plati jednoznacnost
suprema:

Tvrzeni 6. Kazda neprazdna podmnozina R ma nejvyse jedno supremum.

Dikaz. Predpokladejme, Ze s1 a sz jsou suprema mnoziny A C R. Podle vlastnosti (1) z definice
suprema je s1 horni mezi A, takze podle vlastnosti (2) pro supremum sz musi s2 < s1. Obdobné
s2 je horni mezi A, tedy dle vlastnosti (2) pro supremum s; musi s1 < s2. Tato suprema jsou si
proto jiz rovna. O

Supremum mnoziny A znac¢ime sup A. Ukazme nyni, Ze se vazné jedna o zobecnéni maxima:
Tvrzeni 7. Maximum m mnoziny A je zdrovern i jejim supremem.

Dukaz. 7 definice maxima mame ihned, ze m je horni mezi A. Pro libovolnou horni mez s mnoziny
A musi specialné m < s, protoze m lezi v A. Tedy m je nejmensi horni mezi A, a tedy supremem A.

O
Cviéeni 2. Dokaz, ze mnozina A = {1 —1/n | n € N} mé supremum 1.
Analogicky, jako jsme zobecnili maximum na supremum, se di zobecnit minimum.

Definice 8. Necht A C R. Realné ¢islo d nazveme infimem mnoziny A, pokud zaroveri plati:

(1) d je dolni mezi mnoziny A;
(2) kdykoliv d’' je dolni mezi A, pak jiz d > d'.

Je sice uziteéné umét mluvit jak o supremech, tak o infimech, ale jedno se d4 na druhé snadno
prevést, takze v tomto dilu seridlu budeme typicky mluvit o maximech a supremech. Konkrétné si
muze$ rozmyslet, ze pro mnozinu A C R plati inf A = —sup(—A), pokud sup(—A) existuje, kde
—A = {—=z | z € A} jsou jednoduse opa¢né hodnoty &isel z A. Timto vztahem suprema a infima
se da napriklad velmi snadno ukézat, Ze infimum existuje nejvysSe jedno nebo Ze minimum A je
automaticky infimem A. Dale proto budeme pracovat hlavné se supremy.

UziteCna vlastnost suprema A je, ze ackoliv nemusi lezet pfimo v A, vzdy lezi na hranici A.
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Tvrzeni 9. Necht A C R md supremum. Pak existuje posloupnost (z)52; prvkua z A spliujici
lim x,, = sup A.

Dikaz. Pro kazdé n prirozené se podivime na hodnotu sup A — 1/n. To uz neni horni mez A,
takZe nalezneme x, € A takové, Ze xn, > sup A — 1/n. Tim vytvoiime posloupnost (rn)5%; Cisel
z A, pro kterou plati nerovnosti

1 1
sup A — - < Zn SsupA<supAJr;7

kde vyuzivdme, Ze supremum je horni mezi A. Plati proto |z, — sup A| < 1/n, a protoze prava
strana konverguje k nule, musi i leva strana konvergovat k nule, neboli lim xz,, = sup A. O

Cviceni 3. Umis zaridit, aby v tvrzeni 9 byla posloupnost rostouci?

Cviceni 4. (Vztah suprema a limity) Necht (2,)5%; je neklesajici posloupnost redlnych cisel.
Dokaz, ze lim z,, = sup{zn, | n € N}, pokud alesponi jedno z nich existuje.

a
lim z,, = sup{z, | n € N}
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Zatim jsme si jen ukézali, Ze supremum je o néco obecnéjsi pojem nez maximum ve smyslu, ze
kazda mnozina s maximem ma i supremum, a Ze existuji mnoziny bez maxima se supremem. Neni
zatim jasné, jestli jsme si néjak moc pomohli — mohlo by se stat, ze stale vétsina shora omezenych
realnych mnozin A neméa ani maximum, ani supremum. Nastésti tomu tak vibec neni, jak pravi
nasledujici dulezita véta.

Véta 10. (Vlastnost suprema mnoziny redlnych cisel) Necht A je libovolnd neprdzdné shora
omezena podmnozina redlnych ¢isel. Pak existuje redlné supremum mnoziny A.

Tuto vétu dokazovat nebudeme. Opira se totiz pfimo o podstatu redlnych ¢isel — je mozné redlna
¢isla definovat tak, ze na rozdil od raciondlnich ¢isel spliuji vlastnost suprema. Toto je pak jedno
z moznych alternativnich zavedeni redlnych ¢isel vedle uplnosti R, kterou jsme diskutovali kolem
véty 6 v druhém dilu seridlu. Uplnost a vlastnost suprema maji velmi t&sny vztah, stejné jako jsou
obecnéji tizce provazané limitni prechody a suprema.

Cviceni 5. Ukaz, ze existuje A omezend podmnozina raciondlnich éisel Q takovd, ze A nemé
racionalni supremum.

Cvideni 6. Necht A je mnozina a f,g : A — R jsou funkce. Pfedpokladejme, Ze existuji readlna
sup,e 4 f(x) asup e 4 9(x), kde sup,¢c 4 f(x) = sup f(A) (tj. supremum obrazu mnoziny A). Dokaz,
ze plati

sup (f(z) + g(x)) < sup f(x) + sup g(z).

TEA z€A z€A

Uloha 1. Najdi supremum mnoziny {sinn | n € N}.
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Mozna Ti v definici suprema pfijde omezujici podminka, Ze mnozina musi byt shora omezena.
Neékdy se tento problém fesi tim, Ze si k mnoziné R pridame jesté prvek oo, ktery je vétsi
nez vSechna realnda ¢isla. Tim ndm odpadne podminka na omezenost shora. A pokud pfidame
jesté prvek —oo (ktery je mensi nez vSechna redlna ¢isla i co), odpadne ndm i podminka na
neprazdnost (supremum préazdné mnoziny bude —oo). V tomto rozsifeném R tedy tplné kazda
mnozina mé supremum i infimum. To je péknda vlastnost a strukturam, které ji splnuji, se rika
uplné svazy. V§imni si, ze pojmy supremum a maximum se divaji jen na to, které prvky jsou
vétsi nez jiné a nijak nepracuji s operacemi, které R ma, jako je nasobeni, s¢itani a déleni.
Rozsifenim R o nekonec¢na sice ziskdme suprema vSech mnozin, ale zase ztratime definovanost
nasich operaci, protoze tfeba co — co nejde moc dobfe dodefinovat.

Nabyvani extrémii

Pii praci s funkcemi se velmi hodi, kdyz funkce f : A — R na svém definiénim oboru nabyva
extrému (tedy maxima ¢i minima). Nicméné ne vSechny funkce nabyvaji svého maxima: Napriklad
f(z) = z na R svého maxima ani minima nenabyva, nebot f(R) =R je neomezena.

Stejné tak se muze stat, ze f ma na svém defini¢nim oboru supremum, ale této hodnoty ne-
nabyvé, tedy se nejednd o maximum — napiiklad klasickd hyperbola f(z) = 1/z na (—o0,0) ma
supremum 0, nebot pro hodné zdporna = je 1/x malé, ale stéle zaporné ¢islo, nicméné nikdy neni
1/x =0.

Jeden ze zpusobi, jak zarudit, ze funkce nabyva svého maxima, je omezit se na spojité funkce
na kompaktnim defini¢nim oboru. Vsimni si, Ze ve znéni véty neni o supremech ani zminka. Pouziji
se totiz az v dikazu véty a hraji tam dulezitou roli — bez vlastnosti suprema R, pripadné tplnosti
R, by dtkaz takto neprosel.

Véta 11. (O nabyvani maxima) Necht (K, p) je neprédzdny kompaktni metricky prostor a funkce
f+ K — R je spojita. Pak existuje bod x* € K, v némz f nabyva maxima, tzn. pro libovolné x € K
plati f(z) < f(a*).

Dikaz.  Zkusime nejdfiv najit maximalni hodnotu f na K, a az pak samotny bod x*, ve kterém
f této hodnoty nabyva. Pfirozenym kandidatem na maximélni hodnotu f je supremum mnoziny

f(K)={f(z)|ze K} CR.

Nejdfiv si rozmysleme, pro¢ by tato mnozina méla supremum mit. Protoze je to podmnozZina
redlnych éisel, vime, Zze supremum f(K) bude existovat, pokud bude f(K) shora omezena.

Na konci minulého dilu seridlu jsme si dokazali vétu o spojitém obrazu kompaktu — ta nam
v tomto ptipadé Fika, ze f(K) je kompaktni v R, nebot K je kompakt a f je spojita funkce. Pokud
je ale f(K) C R kompaktni, pak vime, Ze jiz musi byt omezena. Tudiz m4 v redlnych &islech opravdu
supremum, ozna¢me ho s = sup f(K).

Nyni zkusme najit bod z*. ProtoZe s je supremum f(K), miZzeme diky tvrzeni 9 najit posloup-
nost (yn)$2; bodu z f(K), kterd k s konverguje. Navic ke kazdému y,, existuje néjaké z, € K
takové, ze f(zn) = yn (jinak by y, € f(K)).

Mame tak novou posloupnost (z5,)52; bodu z K, kterd nam bohuzel zatim k ni¢emu nekonver-
guje, ackoliv lim f(zy,) = s. To snadno vyfesime kompaktnosti K: Prosté vybereme podposloupnost
(zny, )52, majici limitu 2* € K. Pro podposloupnost stale plati lim f(xy, ) = s. Zaroven ale ze spo-
jitosti f a Heineovy véty nyni musi platit lim f(zn, ) = f(z*).

Jednoznac¢nost limity ndm tim padem ¥ikd, ze f(z*) = s. A protoze s je supremem mnoziny
f(K), musi pro kazdy bod z € K platit f(z) < s = f(z*). O
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Vétu jesté trosku zesilime — bézné se totiz stava, ze f : M — R je spojita, ale poc¢atecni volba me-
trického prostoru M neni kompaktni. Nabyvani maxima ale stejné pujde pouzit za pfedpokladu, ze
mnozina ,,potencialnich bod maxima“ je kompaktni. Tim myslime, Ze pokud naptiklad v néjakém
bodé z¢ plati f(xzo) = 1, pak nema smysl hledat maximum v bodech z, v nichz f(z) < 1.

Dusledek 12. (Silngjsi nabyvani maxima) Necht (M, p) je metricky prostor a funkce f : M — R
Jje spojita. Necht existuje ¢islo d € R takové, ze mnozina Kqg = {x € M | f(z) > d} je neprazdna
a kompaktni. Pak f na M nabyva svého maxima a vSechny takové body nabyvani lezi v Kg4.

Dukaz. Funkce f je na kompaktu K, spojita, takze zde nabyva svého maxima, feknéme v bodé
z* € Ky. Pak pro libovolny bod z € M \ K plati f(z*) > d > f(x) z definice K4. Tedy zadny bod
mimo Ky nemuze byt bodem maxima f. To navic ukazuje, ze * je nejen bodem maxima na Ky,
ale dokonce na celém M. O

Analogicky spojité funkce na kompaktech nabyvaji svych minimélnich hodnot, tedy dohromady
svych extréma, tj. maxim i minim. Dusledek o silnéjsim nabyvani minima pak vyzaduje omezeni se
na neprazdnou a kompaktni mnozinu

Ki={ze M| f(z) <d}

potencialnich bodi minima.
Cvicéeni 7. Najdi funkci f: M — R takovou, ze
(1) (M, p) je metricky prostor, f je spojita a f nenabyva svého maxima;

(2) (M, p) je kompaktni metricky prostor, f neni spojitd a f nenabyva svého maxima.

Jako prvni vyuziti nabyvani extrému si ukadzeme jakousi alternativu Banachovy véty o kon-
trakci. Zeslabime pozadavek na kontrakci, ale za cenu zesileni predpokladu na metricky prostor —
v Banachové vété jsme pozadovali pouze Uplnost, ted budeme potfebovat kompaktnost.

Tvrzeni 13. (Pevny bod neexpanzivniho zobrazeni) Necht (K, p) je kompaktni metricky prostor
a f: K — K spliiuje pro kazdou dvojici ruznych bodt z,y € K

p(f(@), f(y) < p(z,y).

Pak ma f na mnoziné K pravé jeden pevny bod.
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Dikaz. Definujme zobrazeni v : K — (0,00) jako u(x) = p(f(x),:c) Ukéazeme, Ze u je spojité,
a tim budeme viceméné hotovi.
Bud tedy z € K libovolny bod a € > 0. Zvolme § = €/2. Pak pro y € Us(x) plati

p(f(x),f(y)) < p(x,y) <é= 5/2

diky pfredpokladu na zobrazeni f (pfitom pro x # y je prvni nerovnost ostra, zatimco pro z = y
jsou obé strany nulové). Diky trojihelnikové nerovnosti nasledné plati

u(x) — u(y) = p(f(x),2) — p(f(¥),y) < p(f(@), FW) +p(f (W), y) + ply,x) — p(F(y),y) =

g £
:p(f(x)vf(y))er(y,x) < §+5 =e.

Stejné tak
u(y) = u(@) < p(f(v), (@) + p(f(@),7) + pla,y) = p(f(a), ) < S+ =¢,

takze celkem |u(z) — u(y)| < € a u je opravdu spojita funkce.

Protoze u : K — (0,00) je spojitd a K je kompaktni, musi existovat bod z* € K, v némz u
nabyva svého minima. Toto z* musi byt pevnym bodem f — kdyby tomu tak nebylo, tj. f(z*) # =
pak by pro tyto rizné body z vlastnosti f platilo

u(f(z7)) = p(f(f(z7)), f(z7)) < p(f(z"),2") = u(="),

takze by x* nemohl byt bodem minima u, nebot v bodé f(z*) by u bylo mensi. Tedy f(z*) = z*
a nalezli jsme pevny bod f (a zaroveii to znamend, %e v nabyva v minimu hodnoty 0).

Nakonec dokézeme jednoznacnost — necht je £ € K pevnym bodem zobrazeni f, a pro spor
navic plati * # Z. Protoze jsou pevné body rtzné, plati z vlastnosti f

p(m*,i) = ,D(f(x*)7 f(i‘)) < p($*,i‘)7

coz je kvuli ostré nerovnosti spor. Tedy f ma pravé jeden pevny bod na K. O

Cviceni 8. Ukaz, ze funkce f : (1,00) — (1,00) dana jako f(z) = x + 1/x spliiuje pro kazda
x,y € (1,00) vztah |f(z) — f(y)| < |z — y|, ale f neni kontrakci.

Dalsim péknym vyuzitim véty o nabyvani extrému je existence nejbliz§iho bodu mnoziny k da-
nému bodu v prostoru.

Priklad 14. Necht F je neprdzdna uzavienda podmnozina v R"™ a a € M. Pak existuje p € F
majici v F' nejmensi vzdalenost od a.

Reseni. Definujme funkci f(z) = p(a,z) pro € F. Budeme chtit vyuzit véty o nabyvani extrém,
takze se bude hodit ukédzat spojitost f a omezit se na néjaky kompakt. Podivejme se nejdfiv na
spojitost. V§imneme si, ze pro z,y € F trojihelnikova nerovnost dava

p(z,a) — p(y,a) < p(z,y) + p(y,a) — p(y, a) = p(z,y)

a stejné tak
p(y,a) — p(z,a) < p(y,z) + p(z,a) — p(z,a) = p(z,y),

takze |f(z) — f(y)| < p(z,y). Jak jsme jiz n&kolikrat vidéli, z takového odhadu jiz plyne spojitost
f —proz € F ae > 0 libovolné staci zvolit § = e.

Nyni se omezime na kompakt. Zvolime polomér r > 0 dost velky tak, aby K = F' N By(a) byla
neprazdnd mnozina. Protoze protindme uzavienou F' s uzavienou kouli, je vysledna mnozina K jiz
uzaviend i omezend, a tedy podle Heineovy-Borelovy véty kompaktni. Navic minimum f na K se
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bude shodovat s minimem f na F, protoze pro body « € F'\ By(a) je vzdilenost  od a vétsi nez
r, takze v nich minimum nebude.

Protoze f je spojita funkce na kompaktu K, nabyva tak svého minima. Ozna¢me bod nabyti
jako p € K C F. Diky tomu, jak jsme zadefinovali f, je p zfejmé hledany bod nejmensi vzdalenosti
aod F.

Cvic¢eni 9. Najdi v R™ nepréazdnou mnozinu A a bod a € R" takové, ze v A bod s nejmensi
vzdalenosti od a neexistuje (vzhledem k eukleidovské metrice).

Cviceni 10. Nechf B1(0) je uzaviend koule v R? v eukleidovské metrice a a je bod nelezici
v B1(0). Existuje nejblizsi bod v B1(0) k a jenom jeden? Co v pfipadé koule B1(0) v maximové
metrice?

Cviéeni 11. Ukaz, ze pokud f je kladnd redlnd spojitd funkce definovand na (0,1), pak je funkce

1 omezena.

f
Cviéeni 12. V roviné je ddno n bodu A1 = (z1,91),-..,An = (Tn,yn). Dokaz, Ze existuje bod
G, ktery ma v sou¢tu od bodu Ay, ..., A, minimalni vzdalenost.

Uloha 2. V roviné je ddno n bodit 41 = (21,91),. .., An = (Tn, yn). Doka, %e existuje ptimka’
p C R2, kterd nejlépe aprozimugje body A1, ..., A, ve smyslu, Ze tyto body maji soucet kolmyjch
vzdalenosti od p nejmensi mozny.

Na nésledujicim pfikladu si ukdzeme zpusob, jak lze hledat maxima funkce f. Je zalozeny na
tom, Ze pokud vime, Ze bod maxima musi existovat, a zaroven se nam podafi o vétSiné bodu
ukdazat, ze v nich maximum neni, tak bodem maxima uz musi byt jeden z téch bodu, které zbyly,
aniz bychom pro néj museli maximalitu slozité ovéfovat. Ukazat o bodu, ze neni bodem maxima,
byvéa totiz snazsi nez dokazovat opak — stac¢i prosté najit dalsi bod, ktery funkéni hodnotu f zvysi.
Sice je néasledujici pfiklad spis ilustracni, ale tato metoda umi byt velmi uzite¢nd, jak uvidime za
timto prikladem v dal$im prikladu a rdmecku.

Priklad 15. Urdi, jaky je maximalni obsah obdélniku s obvodem 20.

Reseni. Budte z, y kladné délky stran obdélniku. Zajimaji nas obdélniky spliiujici 2(x + y) = 20,
neboli z +y = 10, z ¢ehoz lze obsah psat jako S = zy = z(10 — z), tj. jako funkci jedné proménné,
kterou je délka strany x.

IHledani takové pfimky je uziteéné a jedna se o problém linedrni regrese.
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Bud z # 10/2 = 5. Pak x a y jsou rizné ¢isla, feknéme, ze « > y. Podivejme se, co se stane,
kdyz = zmensime o néjaké kladné € a y adekvatné zvysime pro zachovani obvodu. Obsah se zméni
jako

S'=@—¢)- (10—z+e)=x(10—2) + e — (10 —z) —e? = S + (22 — 10 — ¢),

kde S’ oznacuje novy obsah pro délku strany x — ¢ a S oznacuje stary obsah pro délku strany x.

Protoze x > y a plati z +y = 10, musi byt 2z > 10. Tim padem pro dostatecné mala € > 0 plati
2z — 10 — € > 0, takze pro takova ¢ je S’ > S, nebot pfi¢itame kladnou hodnotu e(2z — 10 — ¢).
Tim, Ze jsme trosku zmensili hodnotu z a zvétsili hodnotu y, jsme zvysili obsah obdélniku, pficemz
obvod zustal nezménén. Tudiz obdélnik se stranami & > y nemd maximalni obsah. Analogicky
obdélnik se stranami z < y nemiize mit maximalni obsah.

Pokud tedy obdélnik s maximalnim obsahem existuje, musi to byt pfipad x = y, neboli kdyz je
obdélnik ¢tvercem o délce strany 5. A to, Zze maximum existuje, plyne z véty o nabyvani maxima,
v tomto pfipadé pro spojitou funkei f(z) = (10 — =) na kompaktu (0, 10). Tudiz maximalni obsah
obdélniku s obvodem 20 je roven 52 = 25.

T —¢
€ AS.
c +
y+e
y|AS_ ASy > AS_
T
Priklad 16. (AG nerovnost) Dokézeme, Ze pro nezaporna realna ¢isla a1, a2 ..., an plati
ar+---+a
i S > a1 -an,
n
pfi¢emz rovnost nastava pravé kdyz jsou si vSechna a; rovna.
Reseni. Necht jsou nezaporné realné hodnoty az, ..., a, ddny a oznaé¢me levou stranu dokazované
nerovnosti jako a a pravou jako 7. Pro nezdporné proménné x1,...,z, definujme funkce
1+t @
Awyyan) = I G wa) = Y,
tedy specidlné A(ai,...,an) = a a G(ai,...,an) = 7.

Definujme mnozinu
Q={zeR" | A(z1,...,2n) =, Vi € {1,...,n}: x; >0},

tedy v Q jsou ty n-tice (z1,...,2n), které jsou nezadporné a davaji aritmeticky pramér o. N&s
postup bude ukdzat, ze G na Q nabyvd maxima «. Protoze specidlné (ai,...,an) lezi v Q, bude
z toho plynout, ze a > G(a1,...,an) = 7.
Mnozina 2 je kompaktni: Pfedné je Q2 uzaviend, protoze se jednéd o prunik uzavienych mnozin
{z; >0},i€{1,...,n} a {& € R" | A(z) = a}, které lze psat jako vzory uzavienych mnozin pii
8



spojitych zobrazenich, napf. posledni mnozina je A~1({a}). Dale je Q omezen4, nebof pro = € Q
je
i+ + 22 < (x4 +an)? =na?,

kde prvni nerovnost plati roznasobenim pravé strany diky nezapornosti z; a druhé rovnost z definice
mnoziny Q. Tim padem kazdy bod €2 je vzdalen od nuly nejvyse na, takze je 2 omezené. Dle
Heineovy—Borelovy véty je Q kompaktni.

Navic je funkce G spojitd na Q (souéin spojitych funkei je spojitd funkce a odmocniny jsou
spojité na svych defini¢nich oborech), takze dle véty o nabyvani extrémi ma G na Q bod maxima.

Nyni ukdzeme, ze v bodé maxima G na €2 musi byt z; = --- = x,,. Pfedpokladejme, ze z € Q
toto nespliiuje, tj. existuji k # ¢ takové, ze 3, > xp. Zkusme bod z zperturbovat do bodu z’ jako
T — € a xy + €, ostatni souradnice zustanou nedotceny. Pro dostatecné malé kladné € bude stéle
z — & > 0 (xzx musi byt kladné a nemize byt pfimo nula, jinak by nemohlo z; byt jesté mensi nez
z ). Navic takto zménéné soufadnice stale spliuji A(z’) = a, takze =’ € Q.

Pro zkraceni zapisu pouzijeme souéinovou notaci x1 -z - - Tp = H?:l z;, a konkrétné Hi;ék,z z;
znamenad, Ze nasobime vSechna z; kromé xj a xy. V bodé z’ se hodnota funkce G' zméni jako

(G(a")" = (zk — &) (ze +e) - H T = TRTy H ) H i +exy H z; — €2 H T =

ik, 0 ik, 0 ik, 0 i£k,0 ik, 0
*Hl?z-l—é Ty — T —€) HﬂCZf ) +e(zp —xp—€)- Hivz
i=1 ik, 0 i#k, L

Protoze jsme predpokladali x; > xy, lze volbou dostate¢né malého £ > 0 zajistit, ze xp —xy—e > 0.
Pak bude cely ¢len e(zy — ¢ —¢€) - [],.41, o s kladny, a tedy G(z') > G(z). Ukazali jsme, ze pokud
z € Q nemd vSechny soutradnice stejné velké, potom existuje bod z’ také lezici v Q, ktery zvysi
hodnotu G. Tudiz G nemuze nabyvat maxima v bodé s nestejnymi soufadnicemi.

Pritom ale G na Q maxima nabyva, takZe to jiz musi byt v bodé z € Q, kde 1 = x5 = = Tn.
Z podminky o = A(z) = (ml + -+ ) vychdzi, ze spoleéna hodnota souradnic musi byt T; = Q.
Maximum G na Q tak je

G(z) = G(e, ... =Va-a--a=oa
max (z) (ay..., ) a-a-a=aw

Nakonec pro pivodni zvoleny bod diky (a1,...,an) € Q plati, ze

Aa1,...,an) = a =maxG(z) > G(ai,...,an) =7,
e

coz jsme chtéli dokazat.

oha 3. nerovnost okaz pomoci nabyvani extrému, ze pro redlné ai,...,an a b1,...,bn
Uloha 3. (CS Dokaz i nabyvani ému, 7 alna b b
plati

(a1b1 +agba + -+ anbp)® < (af + a3+~ +ap) - (BT +05+--- +b3)

(pro snazsi praci klidné predpokladej nezdpornost a; a b;).



Slavna zdkladni véta algebry ¥ika, ze kazdy nekonstantni polynom P(z) = anz™ +---+ a1z +
ap s komplexnimi koeficienty mé komplexni kofen zg € C. Naznacdime, jak se tato véta da
dokazat s vyuzitim véty o nabyvani minima. V tomto ramecku predpokladame, ze jsi uz nékdy
komplexni ¢isla vidél(a). Specialné budeme potfebovat znalost odmocnin z jednicky, konkrétné
goniometrického nebo exponencialniho tvaru komplexnich ¢isel, pomoci nichz umime v C fesit
rovnice typu az® = b pro a, b komplexni nenulovéa &sla a k pfirozené &islo.

Dale potfebujeme absolutni hodnotu komplexniho ¢isla a znalost, ze C s metrikou pc(z,y) =
| — y| tvofi metricky prostor. Z hlediska metrického lze ale komplexni ¢éisla a + bi dobfe chapat
jako rovinu R? s eukleidovskou metrikou pg, nebot pc(a + bi,c + di)? = (a — ¢)? + (b — d)?
pz((a, b), (c, d))2. V takto chapaném metrickém prostoru C napfiklad plati Heineova—Borelova
véta.

Necht je tedy P(z) = anz™ + - - - + a1z + ap nekonstantni, a; € C. Bude nas zajimat chovani
spojité funkce ¢(z) = |P(z)|, ¢ : C — R. Prvni krok dikazu je ukazat, ze pokud zvolime
dostatecné velky polomér r > 0, pak ¢ bude mimo uzavienou kulicku B;(0) uz vSude velké,
v analogii s tim, ze kazdy nekonstantni redlny polynom pro velké argumenty ,utikd do £oo“.
Zde ,vsude velké* znamend, Ze existuje konstanta C' > 0 takovd, ze ¢(x) > C pro = ¢ B (0),
a zéroven v né&jakém bodé y € B (0) je o(y) < C.

Pak mnozina K¢ = {z € C | ¢(z) < C} je podmnozinou B;(0) a z analogie Heineovy—
Borelovy véty pro C se ukaze, ze K¢ je kompaktni. Podle varianty dtsledku 12 pro minimum
musi v K¢ existovat bod xg, v némz ¢ nabyva minima.

Druhym krokem diikazu je dokazat, ze p(zo) = 0. Myslenkou je ukdzat, ze kdyby ¢(zo) > 0,
pak by slo malym posunem ze xzop ve vhodném sméru hodnotu ¢ zmensit, coz je ve sporu
s minimalitou ¢ v zo. Pro usnadnéni #ivota zavedeme pomocnou funkci P(z) = P(x+x0), kterd
je nekonstantnim polynomem P(z) = b,z™ + - -- 4 byx + by. Déle bud @(z) = |P(x)]|, takie @
mé minimum v 0 a $(0) = ¢(zo). Ekvivalentné ukédzeme, ze $(0) = 0, neboli ze by = 0.

Necht bk je prvnl nenulovy koeficient Psco nejmensim kladnym exponentem z¥, tedy P( )=
bpx™ + - + bpz® 4 bo. Oznaéme jests r(x) = bpz™ k1 4. £ by oz + br+1, takze plati

P(z) = 2" 1r(z) + ba® + bo.
To intuitivné znamend, ze hodné blizko nuly se p ,chova jako bpzk + bo“
zptsobenou ¢leny vyssiho fadu v 2*+1r(x).
Trojuhelnikovou nerovnosti ziskdme odhad

az na malou chybu

¢(z) = |P(x)| < |bo + bpa®| + |2"+1r ().

Minimum ¢ by mélo byt ¢(0) = |bg|. V trojuhelnikové nerovnosti tvrdime, Ze druhy ¢len bude
blizko nuly zanedbatelny. Zkusme proto zmensit prvni ¢len, konkrétné tak, aby byz* = —ebg pro
e > 0. Pracujeme v komplexnich ¢islech, takze tuto rovnici lze vyresit! Pokud prevedeme by, a bg

do goniometrického tvaru jako by = |by|e’® a by = |bg|e*?, tak tieba z = /e l‘bol ei(m+p—o)/k
je fesenim, nacez

B(x) < [bo — "bo| + [e" T R(e)| = [bo| — " (|bo| — | R(e))),

kde ¢|R(¢)| umi byt pro dostate¢né mala e libovolné malé, nebot R je komplexni polynom, tj.
na okoli nuly je |R| omezena.

Pro dostate¢né mald e tak bude |bo| > €|R(¢)|, a tudiz @(z) < |bo|, coz je spor s minimalitou
#(0) = |bo|. Jediny zptlisob, jak spor nenastane, je, ze bp = 0, protoze v takovém p¥ipadé nase
volba x jako feSeni byz® = —eby bude taky nula. Pak je ale |P(z0)| = ¢(x0) = $(0) = 0 a nasli
jsme kofen polynomu P.
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Funkce jako body

Véta o nabyvani extrémi nadm umoznuje podivat se na zajimavy novy typ metrickych prostora,
které pro jednou nebyvaji R™ s eukleidovskou metrikou. Jedna se o prostor spojitych funkci na
kompaktu. Jak ndzev napovida, nejdiiv zvolime néjaky kompaktni prostor (K, p) a zavedeme mno-
zinu

C(K)={f:K —R| f je spojitd},
tedy body nového metrického prostoru budou funkce.

Dvé spojité funkce f,g : K — R budeme méfit tak, ze se podivame, jak se jejich funkéni
hodnoty maximélné odlisuji. Jinymi slovy nés zajima maximalni hodnota |f(z) — g(z)| pro = € K.
Takovéto maximum opravdu existuje pravé proto, ze funkce f, g i |z| jsou spojité, takze funkce
h(z) = |f(z) —g(z)| je také spojita a na kompaktu K nabyva maxima. Takto definovand vzdalenost
funkci f a g opravdu spliiuje axiomy metriky.

Definice 17. Bud (K, p) kompaktni metricky prostor. Mnozinu vSech spojitych funkci f : K — R
znacime C(K). Na této mnoziné definujeme supremovou metriku dvou funkci f, g € C(K) jako

poo(fr9) = max |f(z) — g(=)].

Cvigeni 13. Ukaz, e pro kompaktni metricky prostor (K, p) je (C(K), poc) také metricky prostor.
Prostor (C(K)7 poo) déavé zajimavy novy zpusob, jak pfemyslet o (spojitych) funkcich geomet-
ricky — jsou to zase jen body, mezi nimiz lze rozumné mérit vzdalenosti, mluvit o blizkosti funkci
a kreslit si obrazky s kulickami. Navic ma C(K) tu hezkou vlastnost, Ze v ném, narozdil od obecnych
metrickych prostort, lze s¢itat i ndsobit, nebot spojitost se pii téchto operacich zachovava.
Ptiklad 18. Necht f: (0,1) — R je dana jako f(z) = z2. Ukaz, Ze v kulicce Uy (f) lezi funkce
g(z) =z, x € (0,1) a ze nulova funkce 0(xz) = 0, = € (0,1) lezi na hranici Uy (f).
Resend.
Funkce h(z) = |f(z) — g(x)| = |22 — x| se na intervalu (0, 1) rovna h(x) = x — 22, nebof pro
x € (0,1) plati 22 < . Tato funkce je kvadratickd s maximem h(1/2) = 1/4, jak lze vidét z doplnéni
na ctverec )
h(m):m—mQ:l— (:c—l> .
4 2
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Tim paddem poo(f,9) = 1/4 < 1, takze g € U1(f).
Hranice koule Ui (f) je, jako v kazdém metrickém prostoru, ddna sférou

OUL(f) = {p € C(K) | poo(f; ) =1},
takze staci ukazat, ze nulova funkce 0 ma od f supremovou vzdélenost 1. To plati, protoze funkce

h(z) = |f(z) - 0(z)| = |o* — 0] = 2*

mé na (0,1) maximum k(1) = 12 = 1, takze opravdu peo(f,0) =1 a 0 € dU1(f).

-1

Abychom méli i geometrickou piedstavu, tak kouli Uy (x2) v C({(0,1)) si lze predstavit tak, ze se
jedna o oblast mezi grafy funkci 2 — 1 a 22 + 1 na intervalu (0, 1). Je to proto, ze v této oblasti
jsou pravé body majici svislou vzdalenost od 2 mensi nez 1. Spojita funkce ¢ pak v kouli Uy (x2)
lezi pravé tehdy, kdyz jeji graf cely lezi ve zminéné oblasti, tj. nikdy neptekroéi nad z2 + 1 ani
pod 22 — 1. TudiZ na obrazku nakreslena funkce ¢ v kouli Uy (22) lezi. To, ze nulova funkce lezi na
hranici Uy (xz) pak plyne z obrazku tak, Ze se nulové funkce v bodé 1 dotyka ,,dolnitho mantinelu
z? — 1.

Riizné volby kompaktu K dévaji rtizné se chovajici prostory C(K). Vétsinu ¢asu budeme praco-
vat s K = (0, 1), protoZe se spojitymi funkcemi na uzavieném intervalu se relativné snadno pracuje,
a pritom maji zajimavé chovani. Volba hrani¢nich bodu jako 0 a 1 je pritom cisté pro usnadnéni
vypoc¢tl a typicky by obdobné chovani mély spojité funkce na libovolném uzavieném intervalu.
Pékné véty napiiklad plati i pro volbu K jako kruznice v R? nebo sféry? v R3. V nasledujicim cvi-
éeni se podivame na volbu K jako malého diskrétniho prostoru, a uvidime, ze C(K) se v takovém
pripadé chova jako ndm znamé prostory R™.

Cviceni 14. Rozmysli si, ze pro prostor K = {1,2} s diskrétni metrikou pgjsk lze C(K) chépat
jako R? s maximovou metrikou.

2Tak napiiklad Borsukova—Ulamova véta iiké4, ze pokud a je bod v R3 a r > 0, pak pro
spojitou funkci na sféte f : OU(a) — R2 vidy existuji protilehlé body x,Z € 9U,(a) takové, ze
f(z) = f(z) (protilehlé ve smyslu, Ze pfimka dand body = a T prochézi stiedem sféry a). To se
¢asto populariza¢né popisuje tak, Zze na povrchu Zemé vzdy existuji dva protilehlé body, v nichz je
stejna teplota a tlak. Samozfejmé za predpokladu, ze teplota i tlak se na Zemi méni spojité, a se
zjednodusenim, ze Zemé je koule.
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Muze vypadat trosku zvlastné, ze metriku po nazyvame supremovou metrikou a ne maxi-
movou metrikou, kdyz ji definujeme maximem. Abychom to trosku ospravedlnili, supremovou
metriku lze ekvivalentné definovat supremem jako poo(f,g) = sup,cx |f(z) — g(x)| pro dvé
spojité funkce f, g : K — R a kompaktni metricky prostor (K, p). Definice s maximem je akorat
trochu explicitnéjsi, protoze z véty o nabyvani extrému vime, Ze pro spojité funkce f, g ono
maximum opravdu existuje.

Na druhou stranu vyuzit supremum pro definici metriky poc méa svou vyhodu, protoze s nim
lze méfit vétsi mnozstvi funkei. Naptiklad bud (M, p) libovolny metricky prostor a oznacme
B(M) jako prostor omezenych funkci na M, tj.

B(M) ={f: M — R | existuje ¢ > 0 takové, ze |f(z)| < ¢ pro vSechna z € M}.

Pro f,g € B(M) pak poo(f,9) = supyey (@) — g(a)| vidy existuje (funkee |f(z) — g(a)|
neroste nade vSechny meze, tj. je omezena a ma supremum) a lze ukazat, ze (B(M ), poo) také
tvoii metricky prostor. Zobecnéni je v tom, ze nevyzadujeme ani kompaktnost M, ani spojitost
méfenych funkci. Maxima pro takové funkce existovat nemusi, takze supremovou metriku poo
déva smysl definovat pouze supremem.

Takovéto zobecnéni je vSak za cenu toho, ze B(M) nema obecné tolik péknych vlastnosti jako
C(K). Budeme se proto vénovat pouze spojitym funkcim na kompaktu.

Uzite¢nd vlastnost prostori C(K) je jejich tplnost.
Véta 19. Pro kompaktni prostor (K, p) je prostor C(K) uplny.

Vétu dokazovat nebudeme, je to trochu pracné. Zakladni myslenka diikazu je ale takova, ze
pokud méme cauchyovskou posloupnost spojitych funkci (fn)5%;, pak specidlné pro kazdy bod
x € K je i posloupnost realnych &isel (frn(x))5L; cauchyovska. Protoze je R uplny prostor, ma
tato posloupnost limitu, tu ozna¢ime jako f(z), nebot zavisi na volbé bodu z € K. Tim vytvofime
novou funkci f : K — R, kterad je bodové definovana jako f(z) = lim (fn (x)) O této funkci je pak
potfeba dokazat, Ze je jednak spojitd, jednak Ze je limitou posloupnosti funkci (fn)$2; vzhledem
k supremové metrice. Pfitom se netrivialné vyuzije kompaktnosti K — spojité funkce na kompaktu
automaticky spliiuji jistou silnéjsi definici spojitosti (tzv. stejnomérnou spojitost) a ta se pouzije
k ukézani spojitosti f.

Protoze je prostor C(K) uplny, 1ze na ném naptiklad pouzivat Banachovu vétu o kontrakci.
Timto zptsobem je nékdy mozné fesit funkcionalni rovnice, jak ukazeme v nasledujicim prikladu.

Priklad 20. Nalezni v8echny spojité funkce f : (0,1) — R spliiujici

2f(x) 7f(g) =z.

Reseni. Rovnici pieuspordaddme jako f(x) = % - (f(z/2) + x2). Tato rovnice pfipomina hledani
pevného bodu, akorat nezndmym ,bodem“ je v tomto pripadé hledana funkce f. V kontextu met-
rickych prostort to ale neni problém.

Definujme zobrazeni T : C((0,1)) — C((0, 1)) jako

T()@) = 5 - (F@/2) +a%), z€0,1),

Zobrazeni T tedy kazdé f € C((0,1)) pfifadi novou funkci T'(f), ktera je v kazdém bodé = € (0, 1)

dana vzoreckem vyse. To, ze T(f) je taky spojitd funkce na (0,1), neni Uplné zfejmé, ale plyne

to z toho, ze funkce z2 i f(x/2) jsou spojité, takze i jejich soucet je spojity, jak jsme zmitiovali

v druhém dilu seridlu. Pfitom f(z/2) je spojitd, protoze se jednd o slozeni spojitych funkci f a z/2.
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Nyni ukézeme, ze T je kontrakci na prostoru (C((0, 1)), peo). Pro libovolny bod x € (0,1) plati

IT(@) = T =[5 (F@/2) +27) = 3 - (9fw/2) + )| = 217(/2) - gw/2)] <

L 1
<3 e [f(y/2) — g9(y/2)| = 3 s If(2) — g(2)] <
< 5 s 1)~ 9(9)] = o (f.0),

kde jsme v tipraviach maxima nejd¥iv vyuzili substituce z = y/2, a nasledné toho, Zze maximum pfes
vé&tsi mnozinu (0, 1) bude vétsi nebo rovno maximu pres mensi (0,1/2). Pro kazdy bod z € (0,1)
jsme ukazali odhad |T'(f)(z) — T(g)(z)| < %poo(f,g), takZe uz musi platit i

poe(T()). T(0)) = max [7(7)(a) = T(@)()| < 3o (F-0).

To dokazuje, ze T' je kontrakci na prostoru spojitych funkci.
Protoze je navic C({0, 1)) tplny prostor, ma podle Banachovy véty o kontrakci zobrazeni T' pravé
jeden pevny bod, takze existuje pravé jedno spojité feseni f zadané rovnice

2f@) - f(5) ==
2
na intervalu (0, 1).

Muzeme celkem snadno tipnout, ze toto feSeni bude linedrni, tj. tvaru f(x) = axz +b. Dosazenim
dostaneme 2ax + 2b — az/2 — b = z a porovnanim koeficientl u linedrniho a absolutniho ¢&lenu
zjistime, Zze 2a —a/2=1a2b—b =0, tedy a = 2/3 a b = 0. Funkce f(z) = 2z/3, z € (0,1) je tak
jedinym spojitym feSenim zadané rovnice.

Muze se zdat, ze jsme se v prikladu vétsinu Casu vénovali nepodstatnym vécem, a pak FeSeni
nahodné tipli. Ale cely nas postup stil na tom, Ze jsme ukazali, Ze tipnout FeSeni dava smysl,
protoze existuje pravé jedno — diky existenci mélo smysl viibec tipovat, a jediny spravny tip staci
na nalezeni vSech (tj. jednoho) feSeni. V zavislosti na funkcionélni rovnici mtze byt tipnuti feSeni
ta jednodussi ¢ast, zatimco tou pracnéjsi je ukazat, Ze jiné feSeni neexistuji.

Jesté poznamenejme, Ze kdyby misto funkce x na pravé strané rovnice byla libovolna funkce R €
C(K), tak by tplné stejny postup jako v ptikladu pomoci Banachovy véty zarudil, ze funkcionalni
rovnice

2/(x) - £(3) = R()

ma pravé jedno spojité feseni f : (0,1) — R. Tedy naptiklad i o straslivostech typu
2f(xz) — f(g) = 22026 1 sin(62> + Tz) — 27

muzeme Fict, Ze existuje pravé jedna spojitd f splitujici takovou rovnici na (0,1). Tipnout feSeni
by bylo o néco nepfijemnéjsi, ale alesponn vime, ze pokud oznac¢ime

T(f)(z) = %(f(g) + 22926 4 gin(623 4 7x) — 2’”),

tak posloupnost definovand volbou fo € C(K) a fn+1 = T(fn) konverguje k feSeni vzhledem
k metrice poo-
Jako predzvést dalsi kapitoly se podivdme na to, Ze uzaviené koule v C(K) nemusi byt kom-
paktni.
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Priklad 21. Dokaz, ze v metrickém prostoru (C((0, 1)), poo ) koule B1(0) neni kompaktni navzdory
tomu, Ze je uzaviend a omezena.

Reseni. Uzavienost i omezenost koule B1(0) je jasnd, plati to pro viechny uzaviené koule ve viech
metrickych prostorech. Jeji nekompaktnost ukdzeme jako obvykle tak, ze najdeme nekonecnou
posloupnost prvki, které jsou od sebe vSechny daleko alespon 1.

Y

1+

_

o Ll }
8 1 2

Provedeme to tieba volbou n-té funkce jako na obrazku, které jsou dany predpisy fn(z) =0
pro z € (0,1/2™), déle fn(x) = 2"(x — 1/2™) pro = € (1/2",1/2"~1), a nakonec f,(z) = 1 pro
x € (1/2771 1). Predpisy ale ve vysledku nejsou tak diilezité, hlavni je myslenka s tim, Ze chceme
spojité funkce takové, ze dvé ruzné se vzdy v néjakém bodé lisi o 1.

Kazd4 takovato funkce je spojita na (0, 1), nebot na vnittku intervalt (0, 1/27), (1/27,1/27~1),
(1/27~1,1) se jedna o jednoduché spojité konstantni nebo linedrni ¢asti a v krajnich bodech t&chto
intervald se tyto ¢asti spojité napojuji. Navic supremova vzdalenost kazdé této funkce od nulové
funkce 0 je pfesné 1, takze fn € B1(0).

Podivejme se na vzdalenost funkei fr, a fm, kde n > m. Funkce fr, mé v bodé a = 1/2™ hodnotu
fm(a) = 0. Zato funkce f, spliiuje fn(a) = 1, nebot a = 1/2™ > 1/2"~ 1 takie a € (1/2771,1).
Tudiz poc(fns fm) 2 |fu(a) = fm(a)] = 1.

Z4dna podposloupnost posloupnosti (£ )3, ,,bodi“ v C({0,1)) tak neni cauchyovska, takze ani

n=1»
nemuze jit vybrat konvergentni podposloupnost. Tedy Bi(0) neni kompaktni.

Intermezzo: Kompakty jsou malé podruhé

Ve druhém dilu seridlu jsme naznacili, ze bychom se chtéli divat na kompakty jako na iplné a ,malé“
mnoziny. Heineova—Borelova véta nam néco takového umoznila v prostorech R™ pomoci omezenosti.
Nicméné piiklad 21 ukazuje, ze v jinych metrickych prostorech klidné muzou uplné a omezené
mnoziny byt nekompaktni. Omezené mnoziny nemusi byt v C({0,1)) ,dostate¢né malé“. Pojem
omezenosti proto vylepsime, abychom opravdu dostali charakterizaci kompaktnosti.

Definice 22. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M. Rekneme, %e A je totdlné omezend,
pokud pro libovolné € > 0 umime najit koneéné bodt® a1, ...,an € A takovych, ze kulicky U.(a;)
pokryvaji celé A, tj. A C Ul Us(a;).

3Pro dané € > 0 se takovym bodim ay,...,a, ki e-sif. Tento pojem nebudeme potiebo-
vat, ale je celkem nazorny — alespori intuitivné si lze pfedstavovat rybéafskou sit s pevnymi body
ai,...,an, kterd je s mensim e jemné&jsi (tj. ma mensi oka) a zvladne zachytdvat mensi objekty
(tfeba v R? libovoln4 kuli¢ka o poloméru alespoii € musi obsahovat alespoti jeden z bodi a1, . . ., an,
tj. neproklouzne siti).
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Totalni omezenost mnoziny je silnéjsi vlastnost nez pouhd omezenost. Je to jednoduse proto, ze
pokud lze mnozinu pokryt konecné kulickami, pak lze tyto kulicky uzavrit do vétsi koule, a ta pak
dokazuje omezenost puvodni mnoziny. Klicovy je zde ovSem kone¢ny pocet kulicek (jinak totiz lze
kazdy prostor pokryt kulickami se stiedy ve vSech bodech, ale pak takovych kulicek snadno muze
byt nekonecno).

Tvrzeni 23. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M je totdlné omezend. Pak je A také
omezena.

Dikaz. Nalezneme body ai,...,an € A takové, ze A je pokryta kulickami Uj(a1),...,U1i(an)
o poloméru 1. Zvolme pevné néjaké s € A a polozme

r =max{p(s,a1) + 1,..., p(s,an) + 1}.

Pokud je nyni « € A libovolné, tak lze diky pokryti A kulickami najit index k € {1,...,n} takovy,
ze x lezi v kuliéce Ui (ay). Pak je z trojuhelnikové nerovnosti

p(s;z) < p(s,ar) + plak, ) < p(s,a) +1 <.

Tedy z lezi v Uy (s). Protoze = byl libovolny bod A, plati A C U,(s), takze A je omezena. O

Dostévame se ke slibovanému popisu kompaktnich mnozin. V§imni si, Zze pokud je (M, p) aplny
prostor, pak vime z druhého dilu seridlu, ze kazd4 uzaviena mnozina F' C M je také uplna, takze
kompaktnost takové F' je ekvivalentni totalni omezenosti F'. Pritom definice kompaktnosti mluvi
o konvergentnich podposloupnostech, zatimco totalni omezenost o pokryvani F' koneénym poctem
kulicek, coz jsou zdanlivé dost odlisné véci. Obé ale popisuji stejny typ mnozin, kompakty.

Véta 24. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M. Pak A je kompaktni pravé tehdy, kdyz je
A uplna a totalné omezena.

Dikaz. Necht je nejdiive A kompaktni. Jiz vime, Ze pak musi byt A Uplna. Kdyby nebyla totalné
omezena, tak by existovalo € > 0 takové, ze zadny konecny pocet e-kulicek A nepokryje. V tu
chvili 1ze postupné volit a1 € A, az € A\ U:(a1), a3 € A\ (Ug(al) U Ug(ag)) a tak dale, ¢imz
vytvoiime posloupnost (an)32; bodi v A. VSechny jeji body jsou ale navzéjem od sebe alespori €
daleko — pro n > m bylo a, voleno tak, aby nelezelo v Uz (am ). To znamena, ze tato posloupnost
nemuze mit konvergentni podposloupnost, protoze zddna podposloupnost neni cauchyovska. To je
spor s kompaktnosti A. Tedy A musela byt totalné omezena.

Necht je nyni naopak A Gplna a totdlné omezend. Necht je (zn)52; posloupnost bodu v A,
ze které chceme vybrat konvergentni podposloupnost. Myslenka je podobna dtkazu Bolzanovy-
Weierstrassovy véty, ve kterém jsme vzdycky rozpulili interval a hledali tu pulku, ve které lezi
nekonec¢no bodu posloupnosti. Tentokrat A vzdy pokryjeme koneéné kulickami, vybereme tu s ne-
kone¢nem bodu posloupnosti, tu zase pokryjeme konecnym poctem mensich kulicek, vybereme tu
s nekone¢nem bodu posloupnosti, a tak déle.
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Konkrétné nejdiiv z totalni omezenosti nalezneme body (pozor, horni index je index, ne moc-

nina) al,..., ai(l) takové, ze A je pokryta kulitckami Ui (a}). Pak alespoti v jedné z nich musf lezet
nekoneéno bodt posloupnosti (£,)22 ;, tu ozna¢me jako Gy.
Nyni nalezneme body a%, BN ai(2) takové, ze A je pokryta kulickami Ul/z(a?), Pak musi platit
n(2)
G1=AnG1 = | (Uyj2(a?)NGr).
i=1

Leva mnozina obsahuje nekoneéné bodu posloupnosti ()32, zatimco pravé strana je sjedno-
ceni kone¢né mnoha mnozin, takze existuje ¢ takové, ze U; /2(0/12) N G1 obsahuje nekonec¢né bodu
z ()52 . Tuto mnozinu oznaéme jako Ga.

Obecné, pokud jiz mame mnoziny Gy C Gx_1 C --- C G obsahujici nekonec¢né bodu posloup-

k+1 k+1 +1

1 o (k) )
pokryvaji A, dale zvolime jednu z téchto kulicek, kterd v pruniku s G obsahuje nekonecno bodu
dané posloupnosti, a tento prinik oznac¢ime Gj,1. Takto umime vytvorit nekonecnou posloupnost
mnozin (Gx)g2 -

nosti (zn)%2;, pak z totdlni omezenosti nalezneme a takové, ze Ul/(,ﬁq)(ai.c

Nyni budeme podobné jako v Bolzanove-Weierstrassove vété vybirat podposloupnost tak, ze
vybereme z G1, nasledné x,, vybereme z G2 tak, aby n2 > n1, a tak dale. Obecné, z,, vybirdme
z Gy, aby zaroven ny > ni_1 — to lze, nebot v G, lezi nekoneéno bodu posloupnosti ()52,
takze lze vybrat bod s libovolné velkym indexem. Takto vybereme podposloupnost (zn, )52 ;-

Déle ukazeme, ze (zn,, ), je cauchyovska. Bud € > 0 libovolné, pak lze najit ng takové, ze pro
n > ng jiz je 1/n < €/2. Budte k > £ > ng libovolna. Pak zn, € G C Gy a xy, také lezi v Gy.
Ale mnozina Gy byla zkonstruovana jako prunik G,_; s néjakou kulickou Ul/z(af) o poloméru 1/¢,
takze vzdélenost x, od zn, je nanejvys 2/¢ < 2-¢/2 = ¢, nebot lezi ve stejné kulicce. Tim jsme
ovérili cauchyovskost (zn, )7 ;.

Nakonec vyuzijeme predpokladané tuplnosti A, kterd nam fikd, Ze cauchyovskd (zn, )32 jiz
musi byt konvergentni. Diky libovolnosti (z,)22; jsme ukézali, ze A je kompaktni.

O

Existuje spousta dalsich popisi kompaktnosti. Naptiklad vlastnost, ze spojité funkce na kom-
paktu nabyvaji svého maxima, je ve skute¢nosti jind charakterizace kompaktnosti — pokud (M, p)
je metricky prostor, pak M je kompaktni pravé tehdy, kdyz kazda spojita f : M — R nabyva
svého maxima. Neboli na nekompaktnim prostoru vzdy musi existovat spojitd funkce, ktera svého
maxima nenabyva.

Jesté jiny popis kompaktnosti prostoru (M, p) je tento: Pokud zvolime libovolny systém ote-
vienych mnozin G pokryvajici M, tj. M C |JG, pak vzdy musi existovat koneény podsystém
G* C G stale pokryvajici M. Casto je toto ten zpiisob, jak se kompaktnost definuje, protoze
se dobfe chova i pfi zobecnovani metrickych prostort. Nicméné tento popis umi byt ponékud
nepruhledny.

Presto dava novy uzite¢ny pohled na to, co kompaktnost umi. Celkem casto se totiz stava, ze
néco plati na kazdé kulicce — okolicku — kolem kazdého bodu. Takovych kulic¢ek je bohuzel typicky
prilis mnoho a Spatné se s nimi pracuje. OvSem takové kulicky kolem vSech bodu prostoru jisté
prostor pokryvaji, takze pokud je prostor kompaktni, lze z nich vybrat néjaky konecny pocet
specialnich kulicek, které ho stale pokryvaji. Z nekonecna jsme udélali koneény pocet, se kterym
se mnohem lépe zachézi!

Napftiklad totalni omezenost kompaktii plyne z tohoto popisu kompaktnosti ihned: Pokud je
K kompakt a € > 0 libovolné, tak nejdiive pokryjeme K vSemi moznymi kulickami U (z), z € K
— ty tvori nas systém G. Z kompaktnosti existuje jeho koneény podsystém, tj. kone¢ny pocet
bodl z1,...,z, € K takovych, ze K C Us(z1)U---UUc(zn). Tedy K je totalné omezena.
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Aproximace spojitych funkci

Na zévér seridlu si zminime bez dikazu Weierstrassovu vétu, podle které lze kazdou spojitou funkci
na omezeném intervalu libovolné presné polynomialné aproximovat.

Véta 25. (Weierstrassova) Necht a < b jsou redlnd éisla a necht f € C({a,b)). Pak existuje

posloupnost polynomi (Pp)S%;, kterd v supremové metrice poo konverguje k f na (a, b).

Ekvivalentné lze Fict, ze pro kazdou toleranci € > 0 existuje polynom P takovy, ze se v li-
bovolném bodé z € (a,b) P od f lisi jako |f(z) — P(z)] < e. Jesté jinak mlZeme o Weier-
strassové vété premyslet takto: Kazdy polynom na (a,b) je spojity, takze pokud oznacime jako
A = {P | P je polynom na (a,b)}, pak A je podmnozinou C({a,b)). Weierstrassova véta iika, ze A
je hustd v C({a, b)), neboli ze uzavér A da cely prostor C({a,b)).

Z Weierstrassovy véty plyne, Ze polynomy jsou dostateéné flexibilni typ funkci, kterymi lze
az na (libovolné) malou chybu nahrazovat komplikovanéjsi spojité funkce. Navic jeden z dukazii
Weierstrassovy véty pfimo ukazuje, jak vhodné aproximujici polynomy hledat, takZe je jsme schopni
i pfimo konstruovat a pracovat s nimi.

Cvic¢eni 15. Najdi nespojitou funkci na uzavieném intervalu, kterou nejde libovolné presné apro-
ximovat polynomem.

Uloha 4. Necht f € C({0,1)). Lze f v supremové metrice libovolné pfesné aproximovat polyno-
mem, kterj ma pouze sudé exponenty, tj. tvaru a2, 2" + as,_ 222" "2 4.4+ az2z2 4+ ag? Co kdyby
f lezela v C({(—1,1))?

Rozloucenicko

Tak jsme na konci. Dékujeme, Ze sis nas serial precetl(a), a moc doufame, Ze sis z néj néco uzite¢ného
odnesl(a), a snad Ze Té¢ i misty bavil. Pfejeme hodné $tésti v feSeni nejen seridlové série a méj se
krésné!

Navody k Gloham

1. Ptirozenym kandidatem je 1, protoze sin(7/2) = 1 je maximalni hodnota sinu. Ukaz, ze se lze
pfirozenym n pfiblizit libovolné blizko hodnoté w/2 + 2k7 pro néjaké k celé — je uzitecné se divat
na n ,modulo 27“ a pouzit Dirichlettiv princip na spoustu hodnot (n mod 27).

2. Vhodné pfimku parametrizuj, abys mohl(a) pracovat na prostoru parametrti. Omez se jen na
takové parametry, které nedavaji pfimku tuplné daleko od zadanych bodu Aj, ..., Ay.

3. Inspiruj se piikladem s AG nerovnosti. Zvol pevné a,b € R™ a definuj funkci R(z) = x% +
.-+ + 2. Ukaz, #e na vhodné mnozing R nabyva minima. Déle ukaz, ze pokud x neni skaldrnim
nasobkem a, tj. x # £ - a pro éislo £ € R, pak lze vhodnou perturbaci z snizit hodnotu R.

4. Vyuzij toho, ze f(t) = 2 je bijekce na (0,1). To nicméné na (—1,1) neplati a mélo by byt
vidét, ze na (—1,1) pujde takto aproximovat f polynomem se sudymi exponenty pouze tehdy, kdyz
f bude suda, tj. f(z) = f(—=x) pro z € (—1,1). V tomto pfipadé tedy zalezi na tom, jaky uzavieny
interval prostoru C((a, b)) uvazujeme.
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Reseni cviceni

1. Zvolme libovolny prvek ag z A. Predpokladejme, ze nejde o maximum, pak musi existovat
néjaky vétsi prvek a; € A. Pokud stale nejde o maximum, musi existovat jesté vétsi prvek ag € A.
Protoze mé A jen kone¢né mnoho prvki, ¢asem se ndm néktery prvek zopakuje. Tim padem je ale
tento prvek vétsi nez on sdm, coZ je spor.

2. Jednicka je zFejmé horni mezi A. Necht z < 1. Pak je 1 — z > 0, takZe lze nalézt n pfirozené
spliujici n > 1/(1 — z). Pak ale 1 —x > 1/n, neboli z < 1 —1/n € A, tedy x neni horni mezi A.

3. Lze to, jen musime volit body x, trosku opatrnéji. Konkrétné kazdy bod x, chceme stale
%—blizko k supremu, ale navic chceme, aby byl k supremu bliz nez ptedchozi bod z,_1.

Nejdfiv se podivame na sup A — 1, a protoZe to uz neni horni mez A, nalezneme x; € A splnujici
z1 > sup A — 1. Néasledné ozna¢ime r; = min{1/2,sup A — z1} > 0, podivame se na sup A — r1
a nalezneme x2 € A spliujici x2 > sup A — r1. Obecné pokud méame bod z,, > supA — rp—1
z Aar, = mn{l/(n + 1),supA — z,}, tak v A nalezneme z,4+1 > supA — r, a polozime
rnt+1 = min{1/(n + 2),sup A — xp41}.

Timto zptisobem méame posloupnost (£,,)52; bodi z A, které jednak spliiuji

supA > xp >supA—ry_1 >supA —1/n,
takze konverguji k sup A, a jednak spliuji
Ty >SUupA—7rp_1 >supA— (SupA —xp_1) = Tp_1,

takze tvoii rostouci posloupnost.

4. Ogznaéme A = {z, | n € N}. Necht nejdiive existuje supremum A. Necht je € > 0 libovolné.
7 definice suprema jiz sup A — € neni horni mezi A, takze lze nalézt ng takové, ze x,, > sup A —«.
Protoze je (xn)5%; neklesajici, plati pro n > ng, ze xn > sup A — €. Zaroven diky tomu, Ze sup A
je horni mezi A, plati sup A > z,,. Celkem tak pro n > ng je |sup A — x| < €, takze (z)$2; ma
limitu sup A.

Necht naopak existuje limz, = s. Kdyby existovalo ng takové, ze zn, > s, pak by jiz pro
v8echny n > ng bylo & > zny > s, takie |zn — s| > xny —s > 0, body posloupnosti by se k s
nepiiblizovaly bliz jak € = ©n, — s a s by nemohlo byt limitou (z,)52 . Tedy musi byt z, < s pro
kazdé n € N, tj. limita s je horni mezi mnoziny A. Necht je ddle s’ < s. PiSme s’ = s—e proe = s—s’
kladné. Protoze lim z,, = s, nalezneme ng takové, ze |a:n0 — 3| < e. Pak ale je Tpy > 8 —€ = s,
takze s’ neni horni mezi A. Tim jsme dokazali, Ze s je supremem A, tj. sup A = s = lim zy,.

6. Oznacme c = sup,¢c4 f(x) + sup,c 4 g(x), které podle pfedpokladu existuje. Pak c je horni
mezi funkce f + g na A: Pro libovolné a € A je f(a) < sup,c4 f(z) a g(a) < sup,c 4, takze

f(a)+ g(a) < sup f(z) + sup g(z) = c.
z€A T€A

Tim padem je mnozina {f(x) + g(z) | = € A} shora omezena hodnotou ¢, a jakozto podmnozina R
mé proto supremum, tedy sup,¢ 4 (f(z)+g(x)) existuje. Navic ¢ je horni mezi { f(z)+g(z) | z € A},
takze

sup (f(z) +g(z)) < ¢ = sup f(x) + sup g(),

z€A TEA z€A

nebot supremum je nejmensi horni mez.

7. 'V pfipadé (1) lze volit t¥eba jiz diskutovanou funkci f(x) = « na M = R. Tato funkce je spojita

na R, ale nenabyva svého maxima, dokonce ani sup,cp f(z) neexistuje. V piipadé (2) bud tieba

M = (0,1) a f : (0,1) — R definovana jako f(z) = x pro z # 1 a f(1) = 0. Takova funkce ma

supremum 1, ale této hodnoty nenabyva, nebot f neni spojitd zrovna v tom podstatném bodé 1.
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8. Prox >1je f(x) = x+ 1/x > x > 1, takZe opravdu funkéni hodnoty f lezi v (1,00). Pro
z,y € (1,00) plati

zy —1

1 1 -
F@) = fl =+~ —y— | =|o—y+ "] =z —y| <lz—yl,
T Yy Yy

nebot pro z,y > 1 je xzy > 1, takze |zy — 1| =2y — 1 > 0.

Na druhou stranu f neni kontrakci, coz se intuitivné déje proto, ze ve vypoétu |f(z) — f(y)| =
|z — y|2¥=L maZe byt hodnota Y=L pro velkd z a y libovolné blizko 1. Spoéitejme to: Necht
Ty T
X € (0,1) a zkusme najit z > 1 takové, ze (z — 1)/z > A. To odpovida nerovnici z — 1 > Az, neboli
z>1/(1 — \). Zvolme nyni rtzna z, y, kterd prevysuji 1 a jejichz soucin splituje zy > 1/(1 — X) —
pro dost velkd x a y toho vzdy pujde dosdhnout, A # 1. Pak z pfedchozich vypoéta plati

zy —1
Y

> A,

ale zaroven
zy —1

[f(z) = f(@)| = = — 9l > Az —yl,
takZe A nemize byt koeficientem kontrakce. Tim jsme vytadili v8echny mozné koeficienty A € (0, 1),
a tudiz f nemuze byt kontrakci.

9. Vezmeme tfeba otevienou kouli U1 (0) a bod o soufadnicich a = (2,0,0,...,0). Pak vzdalenost
a od U1 (0) je 1, nebot se da k a pfiblizovat pomoci bodi z, = (1 —1/n,0,0,...,0) € U1(0), plati
p(a,zn) =1+ 1/n. Pfitom ale v U1(0) neexistuje bod, ktery by mél od a vzdalenost pfesné 1.

10. V eukleidovské metrice existuje pouze jeden nejblizsi bod ke kouli, je to bod a/|al, kde |a|
znaci velikost bodu a, neboli jeho vzdalenost od 0. Je to vidét z geometrického nédhledu. Stejné
tak je vidét, ze v maximové metrice nejblizsi bod nemusi byt urcen jednozna¢né — napriklad bod
a = (2,0) mé za nejblizsi body v B1(0) vSechny body tvaru p = (1,t), t € (—1,1).

11. JakoZto spojita funkce nabyvé f kladného minima m na kompaktnim intervalu (0, 1). Neboli
f(z) > m > 0, a invertovanim kazdé strany mame %(:p) < % pro libovolné x € (0,1). Zaroven %
je omezena zdola hodnotou 0, protoze f je kladna.

13. Pro funkce f,g € C(K) je poo(f,g9) = maxzek |f(z) — g(z)| nezdporné. Pfitom poo(f, g) =0
pravé tehdy, kdyz v kazdém z € K plati |f(z) — g(z)| = 0, coz plati tehdy, kdyz v kazdém =z
je f(z) = g(z), coz nastane pro f = g. Zfejmé je také poo symetrickd, nebot |f(z) — g(z)| =
lg(z) — f(z)].

Zbyvé ukazat trojuhelnikovou nerovnost. Pro f, g, h € C(K) plati

poo(f,h) = max|f(x) — h(z)| < max (If (@) — g(@)| + lg(=) — h(x)])

< max [f(z) — g(=)| + max lg(z) = h(2)| = poo(f;9) + poc(g, h).

Pritom prvni nerovnost plyne z trojuhelnikové nerovnosti pro absolutni hodnotu a z toho, ze pokud
zvétsime kazdy prvek mnoziny, tak zvétsime i maximum (v tomto p¥ipadé z F(z) < G(z) pro dvé
funkce vyvozujeme max F' < max G). Druh& nerovnost pak plyne z analogie cviéeni 6 pro maxima,
pripadné zde lze pfimo vyuzit, Ze maxima se rovnaji supremim, a pfimo se odvolat na cviceni 6.

14. Protoze je {1,2} kone¢nd mnozina, je kompaktni. Prvky prostoru C(K) jsou v tomto piipadé
spojité funkce f : {1,2} — R. Pozadavek na spojitost vzhledem k diskrétnimu prostoru ale neni
viibec omezujici, protoze kazda funkce f : {1,2} — R je automaticky spojita — sta¢i k libovolnému
e volit 6 = 1/2, aby platilo Us(z) = {z} a kulicky byly nezajimavé.
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Funkce f : {1,2} — R je jednozna¢né ur¢ena svymi hodnotami na ¢islech 1 a 2, takze je lze
chéapat jako dvojice (z1,z2) € R2, kde z1 odpovida f(1) a z2 odpovida f(2). Nakonec vzdélenost
dvou funkei f,g: {1,2} — R je definovana jako

poo(frg) = max [f(n)—g(n)| = max {|f(1) —g(1),1f(2) — 9(2)I},

ne{1,2}

co% je totozné s maximovou vzdalenosti bodi (f(1), f(2)) a (g(1),9(2)) v roviné R2.

15. Napf. pracujme na (—1,1) a zvolme f(z) = 0 pro z € (—1,0) a f(z) = 1 pro =z € (0,1).
Pro spor predpokladejme, Ze umime najit polynom P takovy, Ze poo(f, P) < 1/4. Specidlné musi
[1-P(0)| = |f(0)—P(0)] < 1/4, takze P(0) € (3/4,5/4). Ze spojitosti P existuje § > 0 takové, ze na
kuli¢ce Us(0) se P od P(0) vzdali nejvyse o 1/4. Specialné pro x € (-4, 0) plati |P(z) — P(0)| < 1/4,
takze P(z) € (2/4,6/4) = (1/2,3/2) (napf. P(0) musi byt vétsi nez 3/4, takze P(z) musi byt vétsi
nez 1/2, aby bylo od P(0) vzdéleno méné nez 1/4). Ale f(z) = 0, nebot z je zaporné, takze
|f(z) — P(z)| > 1/2, a tedy poo(f, P) > 1/2, coz je spor s piedpokladem poo(f, P) < 1/4.
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